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 مقدمه:

در  .نمودشکر و سپاس ایزد منان را که آدمی را به بهترین شکل آفرید و هدایت را نصیب او      

ور، جبر گزاره ها و منطق، در ریاضیات دبیرستانی جایگاه نسبتاً مناسبی گذشته ی نه چندان د

اما و در دانشگاه با مشکل چندانی مواجه نبود.  آشنایی داشت مباحثبا این  لذا دانش آموزداشت. 

به بررسی اجمالی این بحث بسنده نموده اند. از اینرو،  در چند نظام آموزشی اخیر، کتب دبیرستانی

اضی همه ی آن مباحث را باید در درس مبانی ریاضیات که در یک نیمسال تحصیلی دانشجوی ری

م، از دشوار بودن فهم یکه با دانشجویان این درس همراه بوده ا مدتیدر  ارائه می شود فرا گیرد.

غنی بودن کتاب نظریه ی مجموعه ها و کاربردهای آن کمتر کسی در مباحث آن گلایه داشته اند. 

گستردگی مثالها و تمرینات به حدی است که دانشجو می . تنوع و ن و لین( شک دارد)نوشته ی لی

در کنار اساتید بزرگوار  .دست یابدبه آمادگی مطلوب در این درس  ها،تواند با مطالعه و تمرین آن

می تواند مثمر  ی راهنماکه مسئولیت خطیر آموزش را بر عهده دارند، استفاده ی صحیح از کتابها

 .اشدثمر ب

که  ، عضو بازنشسته ی هیئت علمی دانشگاه بیرجندم از استاد گرانقدر، پرویز حسن پوریمایل     

راهنمایی های ایشان، ارزشمند و تشکر و قدردانی نماییم.  ،همیشه مایه ی امید دانشجویان بوده اند

ما  ،راحی جلدو ط کتاب جناب آقای علی خلخالی، که در آماده سازی ازهمچنین راه گشا بودند. 

را بر حروف چینی کتاب که  درخشاناز خانم ها، یزدی و  م.ییاری نموده اند کمال تشکر را داررا 

 م.یسپاسگزارصمیمانه  ،عهده داشته اند

م یاز اساتید و دانشجویان گرامی، استدعا دار ی در بی عیب و نقص بودن کتاب نداشته وادعای 

 برسانند. اطلاع هرگونه اشکال احتمالی را به 

 با تقدیم احترام

 محمد رضا زمانی -دکتر علیرضا احمدی

 زاهدان -سیستان و بلوچستان



 

 سخنی با دانشجو:

درس مبانی ریاضیات یکی از مهمترین دروس دوره ی کارشناسی می باشد که متاسفانه برخی      

س، دانشجو را دانشجویان آن را کم ارزش تلقی می کنند. یقینا ممارست و ورزیدگی در این در

م، قبل از تفکر و بحث یبه دانشجویان اکیداً توصیه می کن .مسیر موفق تر خواهد نموددر ادامه ی 

تمرینات، به سراغ حل آنها نروند. این کار نه تنها مفید نیست، بلکه جنبه های آموزشی کتاب را 

 زیر سؤال خواهد برد. 

اما بعضی از آنها را به عهده ی دانشجو گذاشته م یم به اکثر سوالات پاسخ دهیسعی نموده ا      

م. اگر سوالی پاسخ داده نشده، به این دلیل نبوده است که آن سوال اهمیت ندارد. سوالاتی را که یا

م. همچنین از بین سوالاتی که روش یدر آخر کتاب پاسخ داده شده اند در این مجموعه نیاورده ا

 م.ینمونه اکتفا نموده ا برهان مشابهی داشته اند به بررسی چند

سوالی که ذهن اکثر دانشجویان را به خود مشغول نموده است، نحوه ی پاسخگویی به سوالات      

ذکر در امتحانات است. این مسئله تا حدودی به سلیقه ی اساتید برمی گردد. بعضی اساتید، 

مسئله ی  که در طولانی شودبرهان آنق مطلوب می دانند اما برخی معتقدند نبایدجزئیات بیشتری را 

 .در آن محو شوداصلی 

اکثر برهان هایی که در کتابهای حل تمرین ارائه می شوند قابل قبول برای امتحانات نیستند      

چرا که به تنهایی مستقل نمی باشند. دانشجویان باید توجه داشته باشند که این کتابها فقط روش 

ثباتی که به تنهایی مورد قبول واقع شود باید چارچوب رسیدن به حکم را نشان می دهند اما ا

خاصی داشته باشد. به نظر نمی رسد اثباتی که سراسر آن تشکیل شده از ارجاع به قضیه ها و 

 سوال امتحانی مورد قبول واقع شود!به عنوان پاسخ   ،تمرینهای مختلف

 

 پیروز و سربلند باشید
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 .7صفحه ی  -1 .1تمرین 

فارسی داده شده است. در هر کدام تعیین کنید  ی یک جمله 10تا  1ر مسائل د

 گزاره است یا نیست. ،که جمله

 ، در قسمتی از فلوریدا برف بارید.1441ژانویه  7در . 1

 جواب: گزاره است.

 ارسطو پاهای پهنی داشت.. 1

 جواب: گزاره است.

 جامعه گرایی خطاست.. 3

انسانی به طور قطع و یقین نمی توان گفت یک جمله راست است  جواب: گزاره نیست. )در علوم

 (یا دروغ

 ثروتمند ترین مرد دنیا آقای هانت در تگزاس است.. 4

 جواب: گزاره است.

 علی و جمشید بچه های خوبی هستند.. 5

جواب: گزاره نیست. )علی و جمشید شناخته شده نیستند. همچنین صفت خوب بودن بستگی به 

 ئن بود.(مدارد و نمی توان در مورد راست بودن یا دروغ بودن آن مط سلیقه اشخاص

 این ماشین چقدر می ارزد؟. 6

 ، سؤالی است.(جواب: گزاره نیست. )جمله

 روی چمن راه نروید.. 7

 جواب: گزاره نیست. ) جمله، امری است(

 ببندید. محکم همیشه کمربند صندلی تان را. 8

 ی است(، امر) جمله .جواب: گزاره نیست
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 منطق مقدماتی

ارزش راستی هر یک از گزاره ها را تعیین کنید. برای آنهایی  11تا  11در مسائل 

 1و برای آنهایی که چهار حالت دارند از جدول  1از جدول که دو حالت دارند 

 استفاده کنید.

11.  (  ) 

 (  )      

      
      

18.  (   )     

(   )                
          
          
          
          

 

، جدول ارزش هر یک از گزاره ها را تشکیل دهید. از الگوی 15تا  11در مسائل 

 برای تشخیص حالت های مختلف استفاده کنید. 11تمرین 

14.  (    )    

(    )                  
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 .11صفحه ی  -2. 1 تمرین

  را تشکیل دهید. داده  ، جدول ارزش گزاره های  11تا  1در مسائل 

1 .     

 جواب:

          

      
      

 

5. (  )  (  ) 

 جواب:

(  )  (  )           
  F       
          
          
          

 

6 .    

 جواب:

   ( (   )  (   ))             
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 منطق مقدماتی

(   )ی گزاره آیا. 13  ی قی گزارهط( هم ارز من5 ی )مسئله  (  )   

 است؟    

ارزش  ،رزش این دو گزاره نشان می دهد که در هر حالت منطقیجداول ا ی مقایسه. جواب: بلی

 ی گزاره هر دو دارد،  ، ارزش   و   ، ارزش   زمانی که  ،های مشابه دارند. به عنوان مثال

 .می باشند   ارزش دارای         و     

، تعیین کنید کدام گزاره ها هم ارز منطقی  11تا  1از گزاره های مسائل . 15

 هستند.

 جواب:

 (.5و  4)مسائل               

  (    )    (    )  .( 8و 7 ) مسائل (   )  

   (   )     (   )  .(10و1)مسائل  (   )   

   (   )    (   )  ( 11و  11)مسائل    

در هر یک از حالت های زیر ، گزاره های مرکب داده شده را با استفاده از . 16

 نماد های پیشنهادی، به صورت نمادی برگردانید.

 ( )الف( چنین نیست که من با شما مهربان نیستم. 

»  گزاره یبیانگر ،   نشان دهیم، آنگاه   را با « من با شما مهربان هستم» ی اگر گزارهجواب: 

به « چنین نیست که من با شما مهربان نیستم» ی خواهد بود. در نتیجه گزاره« من با شما مهربان نیستم

 می باشد.  (  )  صورت 

 (   )آنگاه او دو بال دارد. ،ب( اگر او فرشته است

نشان می دهیم.   با را  «او دو بال دارد» ی و گزاره  را با « او فرشته است»  ی جواب: گزاره

 می باشد.    به صورت  «اگر او فرشته است آنگاه او دو بال دارد»ی گزاره 

قیمت گوشت افزایش می یابد اگر و تنها اگر عرضه از تقاضای گوشت کمتر  (ج

 (   )باشد . 
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عرضه از تقاضای گوشت » ی و گزاره  را با « قیمت گوشت افزایش می یابد» ی جواب: گزاره

قیمت گوشت افزایش می یابد اگر و تنها »  ی دهیم. بنابراین گزاره نشان می  را با « متر باشدک

 خواهد بود.    به صورت « اگر عرضه از تقاضای گوشت کمتر باشد

( اگر صادرات گوشت افزایش یابد یا پرورش دام زیاد نشود ، آنگاه قیمت ها ـه

 (     )افزایش می یابد.

  را با  «پرورش دام زیاد نشود»، گزاره ی  را با« یابد صادرات گوشت افزایش» ی جواب: گزاره

اگر صادرات »  ی گزاره ،درنتیجهنشان می دهیم.    را با «قیمت ها افزایش می یابد»و گزاره ی 

به صورت « گوشت افزایش یابد یا پرورش دام زیاد نشود ، آنگاه قیمت ها افزایش می یابد

 خواهد بود.        

می خوانند. هریک از گزاره های «    فقط اگر    »را     گاهی اوقات . 17

 زیرین را ، با استفاده از نماد های پیشنهادی به صورت نمادی برگردانید.

 (   )ب( تابع مشتق دارد فقط اگر پیوسته باشد. 
نشان می دهیم.   را با « وسته باشدتابع پی» ی و گزاره  را با « تابع مشتق دارد» ی جواب: گزاره

 خواهد بود.    به صورت «  تابع مشتق دارد فقط اگر پیوسته باشد»  ی لذا گزاره

 (   )فقط اگر دترمینانش صفر نباشد.  ج( ماتریس وارون دارد
  را با « باشدندترمینان ماتریس صفر » ی و گزاره  را با « ماتریس وارون دارد» ی جواب:گزاره

به « ماتریس وارون داردفقط اگر دترمینانش صفر نباشد»  ی نشان می دهیم. در این صورت گزاره

 می باشد.    صورت 

می   را شرط لازم برای   و   را شرط کافی برای    ،    ی  در گزاره. 18

و  ()شرط کافی ()را نخست با بیان  17 ی مسئله« د»تا « الف»گویند. گزاره های 

 بنویسید. ()شرط لازم()با بیان  سپس

ب( شرط کافی: مشتق پذیری تابع ، شرط کافی برای پیوستگی آن است. )به عبارت معادل برای 

 آنکه تابعی پیوسته باشد ، کافی است مشتق پذیر باشد.(

 شرط لازم: پیوستگی تابع، شرط لازم برای مشتق پذیری آن است.
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ط کافی برای آن است که ماتریس، دترمینال ناصفر ج( شرط کافی: وارون پذیری ماتریس، شر

ناصفر داشته باشدآن است  نکافی برای آنکه ماتریس ، دترمیناداشته باشد. )به عبارت معادل: شرط 

 که ماتریس، وارون داشته باشد.(

توضیح مختصری در رابطه با شرط لازم و کافی درک بهتری به خواننده خواهد داد. در توجه: 

بیان شد که مشتق پذیری ، شرط کافی برای پیوستگی است. یعنی اگر ین تمرین قسمت )ب( ا

شرط لازم  ،پیوستگی حتماًدر آن نقطه پیوسته است. اماآنگاه  ،تابعی در یک نقطه، مشتق پذیر باشد

 ،گر تابعی در یک نقطه پیوسته باشدبرای مشتق پذیری است . این عبارت به این معنی نیست که ا

 ،باشدپیوسته ن ،نقطه مشتق پذیر نیز باشد، بلکه بدین معنی که اگر تابعی در یک نقطهباید در آن 

( )  آنگاه مشتق پذیر نیست. تابع را در نظر بگیرید. این تابع در تمام نقاط پیوسته        

 1 و مشتق چپ برابر 1 مشتق پذیر نیست )زیرا مشتق راست برابر  0  است. اما درنقطه 

 است(.

است؟ نتیجه گیری خود را با      ارز منطقی  هم (   )  آیا . 11

 تشکیل جدول ارزش بیازمایید.

 ل ارزش زیر را درنظر بگیرید:وجواب: بلی. جد

       (   )            

            
            
            
            
6 5 4 3 1 1 

 
و  (   ) جدول فوق، درمی یابیم که که گزاره های  6و 5 هایستون ی مقایسهبا 

 هم ارز منطقی اند. (    )

 است؟     هم ارز منطقی      آیا . 10

 این دو گزاره و مقایسه ی آنها می توان صحت آن را بررسی نمود.جدول ارزش با تشکیل  .بلی
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

، جدول    و   ی زاره های سادهمرکب  متشکل از گ  ی اگر یک گزاره. 11

 ارزش زیر را داشته باشد:

      

      
      
      
      
 مرکب را بیابید؟ ی آیا می توانید گزاره

این  ی ( را با جدول ارزش گزاره1 ی ، صفحه4)جدول     ی جواب: جدول ارزش گزاره

ی مورد  گزاره، درست است    ی التی که گزارهدر ح می شود  ملاحظهتمرین مقایسه کنید. 

 می باشد. (   ) مورد نظر  ی نادرست است و بالعکس. لذا گزاره نظر،

 .11صفحه ی  -3 .1تمرین 

 را ثابت کنید. 1 ی قسمت های )الف( و )ب(  قضیه. 1

      الف( قانون جمع: 

 )   (      
          
          
          
          
1 1 1 3 1 

آورده ایم . ، ترتیب ارزش گذاری هر ستون را در زیر آن ی شودم ملاحظهتوضیح: همانطور که 

نظر ترتیب ارزش گذاری در یک سطح اند. مثلاً در  زیکسانی دارند ا شماره یستون هایی که 

فرقی  کهباشند. این بدین معنی است می  1تا از ستون های جدول ، دارای شماره  3 ،جدول فوق

با  یستون ها ،اول ی ابتدا ارزش گذاری کنید. در مرحله را ها ستوناز این   یکنمی کند کدام 

زش گذاری می کنیم را ار 1 ی های با شماره ، ارزش گذاری می شوند. سپس ستون 1 ی شماره

 و الی آخر... .
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(   ) ثابت کنید  که . 3         
 

  )   (      )   (    
                
                
                
                
1 3 1 5 1 3 1 4 

(   )ثابت کنید که . 6    (       ) 

 )           (     )   (  
                      
                      
                      
                      
                      
                      
                      
                      
1 1 1 3 1 1 1 4 1 1 1 

این تابع مشتق دارد یا من » ، نقیض گزاره ی ناستفاده  از قانون دمورگ با .8 

 را به زبان عادی بنویسید.« احمق هستم

(    )   »ن جواب: طبق قانون دمورگ  داریم: «          

  )این تابع مشتق دارد یا من احمق هستم(   و )من احمق هستم(  )این تابع مشتق دارد(

                     )این تابع مشتق ندارد( و )من احمق نیستم(                          

 ن را برای سه مؤلفه ثابت کنید.قوانین دمورگ .1

(     )  الف(              
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

(     )   ب(             

 جواب: الف( روش اول:  

 (     )
شرکت پذیری
⇔       ((   )   )

دمورگن
⇔     (   )     

دمورگن
⇔   (      )      

شرکت پذیری
⇔                    

 با استفاده از جدول ارزش: .روش دوم

  )     )   ((      )    )   ((    

                        
                        
                        
                        
                        
                        
                        
                        
1 4 1 3 1 5 1 3 1 1 1 4 

(   )آیا  .14 (   )   (   )هم ارز منطقی  (   )     (   )   

 است؟  (   ) 

  جواب: بلی. روش اول:

(   )       پخش پذیری   (   )  ((   )   )   ((   )   ) 

((   )  )                                               جابجایی          (  (   )) 

 ((   )    (   ))   ((   )   (   ))                                                پخش پذیری

 (   )   (   )   (   )   (   )                           جابجایی  شرکت پذیری 
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 منطق مقدماتی

 هم ارز منطقی اند. ، روش دوم: با استفاده از جدول ارزش، می توان تحقیق کرد که این دو گزاره

مجهول،  ی ارزش یک گزاره جدول ستون آخر، 10الی  18در هر کدام از مسائل 

مرکب را پیدا  ی داده شده است. این گزاره   و   ،  ی شامل گزاره های ساده

 کنید.

18.           

و در صورتی که راست است آن راست باشند،  ی جواب: این گزاره فقط در حالتی که هر سه مؤلفه

    ، مورد نظر باید ترکیب عطفی ی گزاره  ،روغ است. در نتیجهد ،مؤلفه ها دروغ باشد زحداقل یکی ا

 باشد.      یعنی  و

11.          

ست است و اگر حداقل یک آن دروغ باشند ، را ی فقط در صورتی که هر سه مؤلفه گزارهجواب: این 

ی . لذا گزاره می باشد      ی گزاره که دقیقا نقیض باشد ، این گزاره دروغ است راستمؤلفه 

 .خواهد بود  (     ) مورد نظر ما 

 .22صفحه ی  -4 .1تمرین 

 کنید: برهان خلف زیر را ثابت. 3

(      )   (   ) 

 جواب:

 )   (     )        (  
                  
                  
                  
                  
1 1 1 5 1 3 1 3 1 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

(   )،  ی ثابت کنید که برای هر گزاره .5   (       ) 

 :جواب

 )           (     )   (  

                      
                      
                      
                      
                      
                      
                      
                      
1 1 1 3 1 1 1 4 1 1 1 

 

که هر کاری را می تواند انجام دهد.آیا جواد می توانست  کردجواد ادعا می . 6

 بسازد که نتواند آن را بلند کند؟ ئییش

 جواب:

فرض اولیه این بود که جواد می تواند هر  فرض کنیم جواد شیئی بسازد که نتواند آن را بلند کند.

شیئی را هم  ،این یک تناقض است زیرا جواد کاری را انجام دهد لذا باید هر شیئی را بلند کند. 

 نمی تواند بلند کند و هم می تواند. 

از طرفی فرض ما این بوده که جواد  نیم جواد نتواند شیئی بسازد که نتواند آن را بلند کند.فرض ک

 میتواند هر کاری انجام دهد. این تناقض است.

 .22 ی صفحه -5 .1تمرین 

 راستگو های زیر را به روشی قیاسی ثابت کنید.

(    )     قیاس دفع. 1      
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 منطق مقدماتی

     جواب:راه اول:

 تعریف (   )      (      )        

 نفی مضاعف -دمورگان  (    )      

 (        )  پخش پذیری  (      )   

 (       )                    

 7قضیه ی          

 اختصار     

  راه دوم:

عكس نقيض 

    (   )  

 قياس استثنایی  

    (     )  

   
   

 

(   )برهان خلف. 3    (      ) 

 جواب:

 تعریف     (     )   

  (     )  7قضیه ی     

  ((     )  نفی مضاعف -دمورگن  (    

 تعریف           

 روش دیگری درآخر کتاب آمده است.

            (     )رفع مؤلفه  .4

 جواب:

 (     )           (     )  جابجایی         

 (     )  دمورگان  (   )     

 ((   )    )  شرکت پذیری     (   )    
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 ج-1قضیه ی     

6 .(   )         

 جواب:

 تعریف       ((   )    )  

 نفی مضاعف -ندمورگ  (   )     

 (     )  پخش پذیری  (    )  

    (    )                

 7قضیه ی        

 نفی مضاعف -دمورگن  (     )   

 تعریف       

 

8.                 

  جواب:

تعریف 

    

نفی مضاعف  دمورگن 

 (      )  

   
      

 

1 .(   )   (   )    (     ) 

 جواب:

  (   )  8تمرین          

 (       )  ندمورگ    

 جابجایی  (      )    

 (     )        پخش پذیری  (     )  

 (    )  جابجایی  (    )  
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 منطق مقدماتی

 (   )  8تمرین   (   )  

 روش دیگری در آخر این کتاب آمده است.

10. (   )    (   )         

 جواب:

 (     )   (    ) (   )  8تمرین  (   )  

 پخش پذیری  (    )    

 8تمرین         

 

13 .(    )    (   )    (     ) 

  جواب: 

 (     )   (    ) (   )  8تمرین  (   )  

 (       )  شرکت پذیری -جابجایی  (     )  

 (       )  خودتوانی    

   (   )  ندمورگ     

 8تمرین          

14 .(   )   (    )     

 جواب :

 (      )   (   ) (   )  8تمرین  (   )  

 (       )  جابجایی  (    )   

 پخش پذیری  (       )    

              

 7قضیه ی      
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

17.(    )    (     )            

 جواب:

 (   )     (   )   (   )  تعدی    

 جابجایی  (    )    

 قیاس استثنایی    

18 . (   )    (   )         

 جواب:

 (     )      (   )  11تمرین      (   ) 

 جابجایی  (      )    

 قیاس استثنایی      

11. (   )    (    )          

 جواب:

 (       )  
   

(    )    (    )  قیاس ذوالوجهین موجب     

 جابجایی -خودتوانی    (      )    

 قیاس استثنایی      

10.   (   )    (    )    (      )          

 جواب:

 (        )    

        
(   )  (   )  ذوالوجهین موجب          

  (    )    (   
    ) 

 

 جابجایی -دمورگن 
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 منطق مقدماتی

 قیاس دفع   (    )   

 دمورگن           

 روش دیگری در آخر کتاب آمده است.

 .25صفحه ی  -6 .1تمرین 

–     ی با استفاده از یک سور ، گزاره ی )معادله. 1  جواب دارد(          

 سخن در اینجا چیست؟ ی هزحو ویسید.ق بننطخب از جبر مقدماتی را به زبان ممنت

– 1 جواب: گزاره نمای  3    1  ی نشان می دهیم. بنابر این گزاره ( ) را با   ((0 

1 ی  )معادله  ی باشد. حوزه می (( ) ) (  )به صورت  جواب دارد( 0  1   3 

 باشد. اعداد حقیقی می ،در اینجا سخن

با استفاده از  از جبر مقدماتی را ]                 (   ))[اتحاد . 1

 سخن در اینجا چیست ؟ ی هزور به زبان منطقی بر گردانید. حوس

1(   ) جواب: اتحاد     1 این  لذانشان می دهیم.   ( ) را با     1      1  

حوزه ی سخن در اینجا اعداد  .در می آید (( ) )(   )   اتحاد به زبان منطق به صورت

 حقیقی است.

 یک تعمیم قانون دمورگن در زیر آمده است:. 3

(           )   الف(                         

(          )  ب(                           

ت را به زبان ااین عبار ،و حوزه ی سخن مناسب با به کار بردن سور های مناسب

 حوزه ی سخن در اینجا چیست ؟ منطقی برگر دانید.

1 )  الف(  جواب:       )(  )  (  1       ) (   ) 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

1  )  ب(      )(  )  (  1      )(   )~ 

 می باشد.{    1  1 }     ی مجموعه ،سخن در این اینجا ی حوزه

زار های زیر را با استفاده از قاعده ی نقیض گهم ارز نقیض هر یک از  ی گزاره .4

 سور بیابید.

 تمام مار ها خزنده هستند. الف(

   ()تمام مارها خزنده هستند  )وجود دارد ماری که خزنده نیست(  جواب:

 ب( بعضی اسب ها رام هستند.

  ( ) بعضی از اسب ها رام هستند )تمام اسب ها وحشی هستند(   جواب:

 دانان خوش مشرب نیستند. ریاضی از ج( بعضی

   (نیستند ) بعضی ریاضیدانان خوش مشرب  جواب: )تمام ریاضیدانان خوش مشربند(

 کار.مام دانشجویان باهوش هستند یا پرد(ت

 جواب:

   با هوش هستند یا پر کار(یا )تمام دانشجویان     و نه پر کار( هستندنه باهوش  اندانشجوی بعضی) 

 هیچ کودکی حیله گر نیست. ه(

   )هیچ کودکی حیله گر نیست(   (ندحیله گر انکودک بعضیجواب: )

 بیابید. 4 ی حوزه ی سخن را برای هر یک از پنج گزاره ی مسئله. 5

 جواب: الف( مارها ؛ ب(اسبها؛ ج(ریاضیدانان؛ د(دانشجویان؛ ه(کودکان

 نتیجه بگیرید (( )  ) (  )   (( ) ) (  )   از. 7
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 منطق مقدماتی

   (  ) ( ( ))   (  )(  ( )) 

، ( ) ، به جای گزاره نمای   (( )  )(  )  (( ) )(  )   جواب : در عبارت

 داریم:  .را قرار می دهیم  ( )  گزاره نمای 

  (  )(  ( ))  (  )( (  ( )) 

 از دو طرف نقیض می گیریم:

 ( [(  )(  ( ))])     (  )( (  ( ))  

 :می توان نتیجه گرفتاز عبارت فوق  با استفاده ار قانون نفی مضاعف،

 (  ) (   ( ))      (  ) ( ( )) 

 با جا به جا کردن طرف چپ و راست به عبارت زیر می رسیم که مورد نظر ماست:

  (  )( ( ))     (  ) (  ( ))  

 کهنیدثابت ک. 8

 (( ) )(  )  (( )  )(  )   و (( ) )(  )  (( )   )(  )  

 ].نقض سور را به کار ببرید ی راهنمایی: قاعده[

 :عبارتند ازض سور ینق های قاعده جواب:

  (  )( ( ))    (  ) (    ( ))(  * ) 

  (  )( ( ))    (  ) (    ( ))(  ** ) 

 داریم: )*(عبارت در  ( ) به جای  ( )  با قرار دادن 

  (  ) (  ( ))    (  ) ( (  ( ))) 



 

 

 
 

20 

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

 از عبارت فوق نتیجه می گیریم: ،با استفاده از قانون نفی مضاعف

  (  ) (   (  ))    (  )( ( )) 

 مورد نظر اثبات شد. ی لذا اولین رابطه

می توانید عبارت دوم را نیز  ،در عبارت )**( ( ) به جای  ( )  با قرار دادن  ،به طریق مشابه

 ثابت کنید.

 .22صفحه ی  -7 .1تمرین 

وری حکمی است که در مسئله صیک برهان درستی  ، 4تا  1هر یک از مسائل 

 مشخص شده است. برای هر خط که درست نیست دلیل بیاورید.

(1) 

 )ف(                .1

 ن ()ف /                   .1

 جمع ،1           .  3

 دمورگن ،3 (    )  .4

 ، قیاس دفع4 ، 1   (     ) .  5

 ، دمورگن 5           .6

 اختصار ،6   .  7

                          

(1) 

 )ف(          .  1

1  .(    )  )ف(        

 )ف / ن(                             .3
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 منطق مقدماتی

 جابجایی ،1           .4

 ، تفکیک دو مقدم 4   (     )   .  5

 ،تعدی 5، 1       .6

  5 .1 بخش  – 8تمرین ،  6       .  7

8  .(      )  ، ترکیب عطفی 7،   3 (      )   

 ،  پخش پذیری 8 (      )    .  1

 5 .1بخش  – 8تمرین  ،1         .  10

 

(3) 

 )ف( (     )    .  1

 )ف(     (    )   .  1

 )ف(    (     )     .3

 )ف/ن(       . 4

 تفکیک دو مقدم ،1         .  5

 ، تفکیک دو مقدم3           .6

7  .(     )  پخش پذیری ، 1 (     )   

8  .(         )   (        

  ) 
 عطفی ،ترکیب 6،   5

1  .((     )   (    ))       

         
 ، قیاس ذوالوجهین موجب 8

 ، قیاس استثنایی 1،  7         .  10

 ، رفع مؤلفه 10،  4  . 11

 (4) 

 )ف( (      )             .1
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 (/ن)ف             (    )        .  1

 اختصار ،1           .  3

 اختصار ، 3     .4

 ، شرکت پذیری 1 ((     )    )  .  5

 ، رفع مؤلفه 5، 4 (   )    .6

7  .(   )  ، پخش پذیری6 (   ) 

 ، اختصار 7 (   ).  8

 ، ترکیب عطفی 8،  4       (   )    .  1

10  .(      )  پخش پذیری ،  1   (      )   

11 .(       )  ، شرکت پذیری 1    (      )   

 ، اختصار11 (      ) . 11

 ، رفع مؤلفه 11،  10        . 13

 

برای هر یک از حکمهای زیر یک برهان مستقیم یا یک برهان غیر مستقیم درستی 

 بیاورید.

(7) 

1  .(     )  )ف(        (        ) 

 )ف/ن(                      .  1

3  .((     )     )  ،تفکیک دو مقدم 1          

4 .(    (     ))  جابجایی ، 3          

5  .((     )    (     ))  ، پخش پذیری 4        

6.     (     )  خودتوانی ،5         

 ، اختصار1  .  7
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 منطق مقدماتی

 جمع ،7 (     )    .  8

 ستثنایی، قیاس ا8،  6            .  1

 ،اختصار 1     .  10

 ، جمع 10      . 11

 

 (8) 

 )ف(             .  1

 )ف/ن(                      .  1

3  . (  )  نفی مضاعف ،1      

  5 .1بخش  – 8تمرین  ،3        . 4

 5 .1 بخش  – 8تمرین  ، 1      .  5

 تعدی ،5، 4        .6

 5 .1 بخش  – 8تمرین ، 6       .  7

 

 (1) 

 )ف(                     .  1

 )ف/ن(               .  1

3  . (     )  عکس نقیض ، 1  (     )   

 دمورگن ، 3                    . 4

 جمع ، 1        .  5

 ،  قیاس استثنایی 5، 4         .6

 ، اختصار 6   .  7

 پیشنهادی استفاده کنید. هایدر برهان حکم های زیر ،از علامت
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

یا من در . اگر بتوانم به خودم مغرور باشم کند تنها رئیس مرا تمجید می .11

کنم یا نمی توانم به خودم مغرور باشم. اگر در ورزش کوشا می کلاس خوب کار 

رئیس مرا تمجید  اگر ،اینوانم در کلاس خوب کار کنم. بنابرآنگاه نمی ت ،باشم

. می  آنگاه نمی توانم در ورزش کوشا باشم. )رئیس مرا تمجید می کند =  ،کند

. در ورزش کوشا   کنم=می کار  خوب . در کلاس  توانم به خودم مغرور باشم =

 (.  هستم =

 جواب:

 )ف(             .  1

 )ف(            .  1

 / ن()ف                       .3

 تعریف ، 1       . 4

 تعدی ،4،  1      .  5

 عکس نقیض ،5          .6

 تعدی ،6، 3       .  7

 ، عکس نقیض 7         .8

 .34صفحه ی  -1 .1تمرین 

 ، طبیعیبت کنید که برای تمام اعداد با استقرای ریاضی ثا .3

 (   )     (   )       (   )      

 زیرا: ،برقرار است   0  حکم برای  جواب:

  تمرین 1 

1  1   11    (1 0)    (1 1) 
 درست باشد ، یعنی :      حکم برای  مفرض استقراء: فرض کنی
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 منطق مقدماتی

 (  0)    (  1)       (   )    1  

   ثابت می کنیم:   1     حال حکم را برای 

 (  1 0)    (  1 1)    (  1 1)     (  1  )   

 (  1   1) 
تعریف7

 
 (  1 0)     (  1)   (  0)    (  1) 

  (  1)       (   )   (    1)   (  1   1)  

 دسته بندی می کنيم

 
   (  1 0)    (  1)   (  1)     (   )  

   (  0)   (  1)     (    1)   (  1   1)  

 (  0)   (  1 0)  1

 
   (  0)   (  1)   (  1)     (   )  

   (  0)    (  1)     (    1)   (   ) 
فرض استقراء

 
1 

 1  1  1  1  1 

  نیز برقرار است.  1    بنابراین حکم برای 

 ، داد طبیعی ریاضی ثابت کنید که برای تمام اع یبا استقرا. 5

           (   )     (   )  
 (   )(   )

 
 

 بررسی می کنیم:   1  حکم را برای  جواب:

1 (1  1)  1  
1(1  1)(1  1)

3
  

 یعنی: باشد. درست      حکم برای مفرض کنی فرض استقراء:
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

1 1  1 3     (  1)     (  1)   
 (  1)(  1)

3
 

  ثابت می کنیم: 1    حکم را برای 

1 1  1 3     (  1)     (  1)  (  1)(  1)  

فرض استقراء

 

 (  1)(  1)

3
  (  1)(  1) 

        
 (  1)(  1)  3(  1)(  1)

3
 

فاکتور گيری

 

(  1)(  1)(  3)

3
 

   است. درستنیز    1    بنابراین حکم برای 

 ، ی ثابت کنید که برای تمام اعداد طبیعی با استقرای ریاض. 6

               
 (   )(    )

 
 

 بررسی می کنیم: 0  حکم را برای  جواب:

1
1

 1  
1(1  1)(1(1)  1)

6
 1  

 یعنی: باشد. درست     حکم برای مفرض کنی فرض استقراء:

1
1
 11     1  

 (  1)(1  1)

6
 

  اثبات می کنیم:   0    حال حکم را برای 

11  11     1  (  1)1 فرض استقراء

 

 (  1)(1  1)

6
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 منطق مقدماتی

  (  1)1  
 (  1)(1  1)  6(  1)1

6
 

     
(  1)( (1  1)  6(  1))

6
 

(  1)(1 1    6  6)

6
 

 
(  1)(1 1  7  6)

6
 

(  1)(  1)(1  3)

6
 

 
(  1)(  1)(1(  1)  1)

6
 

 است. درستنیز   1    لذا حکم برای 

 ، ثابت کنید که برای تمام اعداد طبیعی . 8

(         )                

11  بررسی می کنیم:                               1  جواب: حکم را برای   13 

  باشد یعنی: درست     حکم را برای  مفرض استقراء: فرض کنی

(1  1  3       )1  13  13     3 

 ثابت می کنیم:  1    حکم را برای 

(1  1      (  1))
1

 (1  1     )1  (  1)1 

 1(1  1     )(  1)
– تمرین 4 فرض استقراء 

 
13  13     3   

( 1  1  1)  1
 (  1)

1
(  1)  13  13     3 

 ( 1  1  1)  ( 3  1 1   )  13  13     3 

 ( 3  3 1  3  1)  13  13     3  (  1)3 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 است. درست نیز  1     برای حکم بنابراین

 ،  طبیعی اعداد تمام برای که کنید ثابت .10

 

   
 

 

   
 

 

   
   

 

 (   )
 

 

   
 

   کنیم: می بررسی  1   برای را حکم جواب:

1
1  1

 
1
1

 
1

1  1
  

 یعنی: باشد، درست      برای حکم مکنی فرض استقراء: فرض

1
1 1

 
1

1 3
   

1
 (  1)

 
 

  1
 

   کنیم: می ثابت  1     برای را حکم

1
1 1

 
1

1 3
   

1
 (  1)

  
1

(  1)(  1)

فرض استقراء

 

 

  1
 

  
1

(  1)(  1)
 

 (  1)  1
(  1)(  1)

 
 1  1  1

(  1)(  1)
 

 
(  1)1

(  1)(  1)
 

  1
  1

 
  1

(  1)  1
 

 کنید. ثابت را زیر ی یافته تعمیم دمورگن قوانین .11

(          )      الف(                     

(          )      ب(                        
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 منطق مقدماتی

حکم )الف( را ثابت می کنیم. اثبات حکم )ب(  پیش می بریم.  به استقرء روی  را جواب: اثبات

 مشابه است.

 است. درست  1  برای  حکم  ،3 ی بنابر قضیه الف(

 باشد. یعنی: درست     حکم برای  مفرض کنی فرض استقراء:

 ( 1   1      )      1     1          

   ثابت می کنیم:  1    حکم را برای 

 ( 1   1          1)
شرکت پذیری 

⇔      (( 1   1      )     1) 

قانون دمورگن

⇔       ( 1    1       )       1

فرض استقراء

⇔     (   1      1      

    )       1
شرکت پذیری
⇔        1      1              1 

   است. درستنیز   1    بنابر این حکم برای 

 زیر را ثابت کنید. ی تهقوانین پخش پذیری تعمیم یاف .11

(          )  الف(   (    )   (    )     (    ) 

(          )  ب(      (     )  (    )    (    ) 

ات حکم )ب( پیش می بریم. حکم )الف( را ثابت می کنیم. اثب  به استقرء روی  را اثباتجواب: 

 مشابه است.

 است. درست 1  حکم برای  ،ب(-4) ی الف( بنابر قضیه

 باشد. یعنی : درست    حکم برای  میفرض استقراء : فرض کن

   ( 1   1      )      (    1)    (    1)     (     ) 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 ثابت می کنیم:  1    حکم را برای 

  ( 1   1          1) 

 شرکت پذیری

⇔              (( 1     1          )       1  ) 

قضيه 4 ب
⇔     (    ( 1     1          ))  (       1) 

فرض استقراء
⇔      (     1 )    (     1)        (      )    (       1) 

شرکت پذیری
⇔      (    1)    (     1)       (      )    (        1) 

 نیز برقرار است.  1    بنابراین حکم برای 

یک عدد طبیعی ثابت باشد،آنگاه برای تمام اعداد   ثابت کنید که اگر  .13

 ، طبیعی 

(     )  (     (   ))      (   ) (     ) 

 
 

   
  (   )(   ) (   )  

 بررسی می کنیم:   1  حکم را برای  جواب:

1 1    
1

  1 
 1(1  1) (1  1) (1   )  

 باشد. یعنی: درست   حکم برای  مفرض استقراء: فرض کنی

(1 1    )  (1 3   (  1))      (  1) (    1)  

 
1

(  1)
  (  1)(  1) (   ) 
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 منطق مقدماتی

  ثابت می کنیم:  1   حکم را برای

(1 1   )  (1 3  (  1))      (  1) (    1)   

(  1)(  1) (   )
فرض استقراء

 

1
  1

 (  1)(  1)  

(   )  (  1)(  1) (   )
فاکتورگيری

 

1
  1

  (  1) 

(  1) (   )  (  1)(  1)  (   )(  1)  

فاکتورگيری

 

1
  1

 (  1) (  1) (   ) (    1)  

 است. درستنیز   1  بنابراین حکم برای 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

  

 



 

 

 فصل دوم

 مفهوم مجموعه
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 .32صفحه ی  - 1 .2تمرین 

(∅  )ثابت کنید که . 5   (  ∅) 

∅، 1ی  از طرفی طبق قضیه. ∅  م جواب: فرض کنی   ،4در نتیجه بنا به تمرین .  

  ∅ . 

 که: ثابت کنید. 6

(     )   الف(    (     )       (     ) 

(     ) (ب  (      )     (     )  

 جواب : ب(

 (     ) فرض     (         ) 1

{
 1      (             )   

3              (        )
 (       )فرض  

 نتیجه  /    

 و تعدی 1،1    (       ) 4

 و اختصار 3         5

 و اختصار 3        6

 و قیاس دفع  5،  1        7

و ترکیب  7،  6            8

 عطفی

  و تعریف   4،8      1

 در هر یک از حکم های زیر تعیین کنید حکم راست است یا دروغ.. 8
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 مفهوم مجموعه

 یک نادرستی احکام دروغ را با درستی احکامی را که راست هستند ثابت کنید. 

 مثال نقض گویند(. را ثابت کند، ی)مثالی را که نادرستی حکم مثال ثابت کنید.

 .     ، آنگاه     و        اگر  الف(

 .    ،آنگاه       و        اگر ب(

 .    ، آنگاه        و        ج( اگر 

 .    اه آنگ      و        اگر  د(

 .     ، آنگاه      و     اگر  ه(

    آنگاه     و      اگر  و(

  و  {3 1}   مفرض کنی مثال نقض: این گزاره دروغ است. الف( جواب:

1 مشاهده می شود که. {{3 1} 4} 1ولی        و       . 

و  {4 3 1 1}  ،{1 1}   مفرض کنی مثال نقض: دروغ است. این گزاره ب(

 .   ولی     و      ه می شود که ظملاح .{{4 3 1 1} 5}  

   و  {   }  ، {   }  مفرض کنی مثال نقض: ج( این گزاره دروغ است.

 .   اما      ،     شود که  ملاحظه می .{     }

   و {3 1}  ،{1 1}   مفرض کنی مثال نقض: این گزاره دروغ است. د(

 .    ولی       و     شود که ملاحظه می. {4 1 1}

ملاحظه می . {   }  و  {   }   ماره دروغ است. مثال نقض: فرض کنیهـ( این گز

 .     ولی       و      شود که 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

نتیجه می گیریم         از .    و        مکنیفرض  درست است. این گزاره و(

و قیاس دفع،  (           ) ،      گزاره های از .               

 .     گیریم   نتیجه می

 ست و کدام یک دروغ است.ارکنید کدام یک از گزاره های زیر  تعیین. 1

  {{   } { }}     الف(

{ } ب(    {{ } {   }} 

{     } ج(  {     } 

{   } د(  {   } 

{ } ـ(ه   { } 

  است، لذا  {   }و  { }سمت راست دارای دو عضو  ی مجموعه دروغ است. الف( جواب:

 عضوی از این مجموعه نیست.

 نیست،  {{   } { }} ی عضوی از مجموعه    ب( دروغ است. مشابه قسمت الف(، چون

 نیست.  {{   } { }}، زیر مجموعه ای از { }  ی مجموعه

 خودش است. ی ت است. هر مجموعه ،زیر مجموعهج( درس

 خودش است. ی د( درست است. هر مجموعه ، زیر مجموعه

، عضوی از این { }دارد. بنابراین   سمت راست تنها یک عضو  ی دروغ است. مجموعه هـ(

 مجموعه نیست.

 تعیین کنید گزاره های زیر راست هستند یا دروغ. .10

∅الف(  {∅}. 
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 مفهوم مجموعه

∅ ب(  {∅} 

{∅} ج(   ∅   

{{∅} ∅}د(     {∅ {∅} {∅ ∅}} 

یک عضو دارد در حالی که  سمت راست، ی مجموعه این گزاره دروغ است. الف( جواب:

 سمت چپ عضوی ندارد.  ی مجموعه

∅  ی است ، لذا گزاره ∅، یعنی دارای یک عضو {∅} ی مجموعه ب(  راست است. {∅} 

 رد.عضوی ندا ∅ ی مجموعه  زیرا ،ین گزاره دروغ استا ج(

می  ∅و  {∅}سمت راست دو عضو دارد که به صورت ی این گزاره دروغ است. مجموعه  د(

 باشند.

 .43صفحه ی  - 2 .2تمرین 

 هر یک از مجموعه های زیر را با نماد مجموعه ساز نشان دهید.. 4

  {    
  

 
 
  

 
  } 

  {         }  

 جواب:

  {
  

3
    0 1 1 3} 

  {      (   (1   3)) (  (1   3))  0} 

 {    (    3  1)(   3  1)  0} 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 بیش از مجموعه ،را بنویسید.آیا این مجموعه  (((∅) ) )  ی مجموعه .8

 عنصر دارد؟ (∅) ) ی

(∅)                             جواب:  {∅}   ( (∅))   ({∅})  {∅ {∅}} 

         بنابراین:

              ( ( (∅)))   ({∅ {∅}})  {{∅} {{∅}} {∅ {∅}} ∅} 

 دو عضو دارد. ((∅) ) لذا این مجموعه ، چهار عضو دارد در حالی که 

( )  ،  و هر مجموعه ی   آیا برای هر مجموعه ی .1   ( )   (  

 ؟چرا ؟( 

 داریم: { }   و  { }  می دهیم قرار  خیر. جواب:

 ( )  {∅ { }}  ( )  { ∅ { }}    ( )    ( )  {∅ { } { }}  

           (    )  ({   })  {∅ { } { } {   }} 

(   )  در نتیجه      ( )    ( ). 

( ) ، و هر مجموعه ی   آیا برای هر مجموعه ی .10    ( )  

 چرا؟ ؟(    ) 

 داریم: بلی. جواب:

     ( )    ( )          ( )         ( )     

                                    (     ) 
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 مفهوم مجموعه

(   ) و  باشد  یک زیر مجموعه ی   فرض کنید . 11  {   

  ( )        }. 

 ی . عنصرهای مجموعه {         }  و  {   }  فرض کنید  الف(

 بنویسید؛ تعداد این عنصرها را تعیین کنید.را  (   ) 

( ∅  ) نشان دهید:  ب(    ( ) 

 الف( جواب:

 (   )  {     ( )        }  
  {{   } {     } {     } {     }   

{       } {       }  {       } {         }} 

 )ب

 (   ∅)  {     ( )     ∅}   {      ( )}   ( ) 

  عنصری   را یک زیر مجموعه ی   عنصری و    ی را یک مجموعه   .11

 .      ،فرض کنید

 را پیدا کنید. (   ) الف(تعداد عنصرهای مجموعه ی 

 را از )الف( نتیجه بگیرید. 3 ی قضیه گرفته ،  ∅را   ب(

  را از مجموعه ی   باشد، مجموعه ی   شامل  باید  (   ) چون هر عنصر  جواب:

می باشد. حال     1را بدست می آوریم که تعداد آنها      و زیرمجموعه های برداشته 

را به هر کدام از این زیرمجموعه ها الحاق کنیم، یک عنصر از مجموعه ی   اگر مجموعه ی 

 عنصر است.    1دارای  (   ) بدست می آید. لذا  (   ) 

برابر با صفر است(. در نتیجه   ∅)تعداد عناصر مجموعه ی  0  ، آنگاه ∅  ب( اگر 

 (  ∅) 0  1دارای  ( )    عنصر است.  1 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 .46صفحه ی  -3 .2تمرین

 ثابت کنید که. 6

(     )،  (              )از  الف(  نتیجه می شود.    

 نتیجه می شود.  (     )   ،   (       و      ) از ب(

  جواب: ب(

 (   )فرض       (               ) 1

 /نتیجه(                 ))فرض       (                 ) 1/ (   )    

 موجب ذوالوجهین وقیاس 1، 1   (                              ) 3

 و خودتوانی 3    (                     ) 4

 و تعریف 4    (                  ) 5

  و تعریف  5                6

 

( ) آنگاه  ،     ثابت کنید که اگر . 8    ( ). 

  جواب:

      ( )  
طبق تعریف
⇒        

    و تعدی

⇒          
طبق تعریف
⇒       ( ) 

 ثابت کنید.. 1
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 مفهوم مجموعه

                      :، آنگاه   اگر   جواب:

  .         مفرض کنی بر عکس،

    
قانون جمع
⇒                

تعریف اجتماع
⇒              

       
⇒        

         
تعریف اشتراک
⇒                    

اراختص
⇒          

 .   در نتیجه  مشابه است.       اثبات  .     لذا

      ،     آنگاه برای هر مجموعه ی،     ثابت کنید که اگر . 10

          و   

نتیجه می         از شد. بایک مجموعه ی دلخواه   و        مفرض کنی : جواب

 گیریم:

(1)                                    (              ) 

 . لذا:خودش است( ی زیر مجموعه )هر مجموعه،      از طرفی داریم 

(1) (              )                                

 ( و قیاس ذوالوجهین موجب نتیجه می گیریم:2( و )0با استفاده از )

(3) (                                             

(4) (                                           

می باشد که نتیجه می  ((                  گزاره ی  معادل  (3) ی گزاره

 دهد

 . )برای هر(            

 که نتیجه می دهد  ((                   معادل گزاره ی  (4) ی گزاره



 

 

 
 

42 

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

 . )برای هر(           

 درستی یا نادرستی دو عبارت زیر را تحقیق کنید.. 11

 .   آنگاه  ،            اگر  الف(

 .   آنگاه  ،               ب( اگر 

. حال {3}   و  {3 1}   ،{1 1}   می دهیمنادرست است. قرار  الف( جواب:

 داریم:

       {1 1 3}                 {1 1 3} 

 .      در حالی که               در نتیجه 

 حال داریم:  {3}   و{4 3}   ،{3 1 1}   می دهیمنادرست است. قرار  ب(

      {3}             {3} 

 .    در حالیکه                در نتیجه 

 داریم:             ثابت کنید که برای مجموعه های . 13

  (           )  (     )  (    )    (    ) 

طبق قانون   1 و 1  ی برای هر دو مجموعه ثابت می کنیم.   حکم را به استقراء روی  جواب:

1 )                     پخش پذیری داریم:   1)  (   1)   (   1). 

 یعنی: برقرار باشد.  1  1     مجموعه ی دلخواه   فرض کنیم حکم برای هر 

   ( 1   1         )  (   1)  (    1)        ) 

 :ثابت می کنیم  1           1  1  دلخواه ی مجموعه  1  حکم را برای 

   ( 1     1          1) 
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 مفهوم مجموعه

شرکت پذیری

 
   (( 1    1       )      1)  

ی پایه استقراء

 
 (    ( 1   1           ))     (      1 ) 

فرض استقراء

 
((   1)    (    1 )      (    ))   (       1 ) 

شرکت پذیری

 
(    1 )   (   1)       (    )   (       1 ) 

  ثابت کنید. 14

 .             آنگاه ،        ،         الف(اگر برای 

 .               آنگاه        ،         ب( اگر برای 

همین بخش برقرار  6طبق تمرین   1  حکم برای  . اثبات به استقراء روی  الف( جواب:

     ،     1 1  یعنی اگر برای  برقرار باشد،     حکم برای  مفرض کنی   است.
1 آنگاه    1  ثابت می کنیم.  1    حکم را برای .          

مجموعه    بنا به فرض استقراء برای   .      ، 1     1 1  برای  م فرض کنی

 داریم:

( 1      1       ) 1 )    می دهیمقرار  .       1 چون  .(     

1    و      1      استقراء داریم  ی ، بنا به پایه    :و این یعنی   

( 0   2       )      0   . 

1 )از قانون شرکت پذیری نتیجه می گیریم      1              1) و  (   

 حکم اثبات شود.
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 .52صفحه ی  -4 .2تمرین

و تنها اگر اگر  ∅    مجموعه هستند. ثابت کنید   و   گیریم . 4

          

  داریم: .        نشان می دهیم .  ∅      مفرض کنی جواب:

مثال6 

      

   
    (   )  

   
(     )  (     )  

 

   
(     )    ∅  

   
    ∅  

  
 

 

  داریم: .∅    نشان می دهیم  .      م فرض کنی،  برعکس

ف 

      

شرکت پذیری 

(    )      

قضيه5 

   (    )  

  
  ∅

  
 

  
∅

 

              .،   و   ثابت کنید که برای هر دو مجموعه ی. 5

   جواب:

مثال5 

      

قضيه5 

   (  )  

جابجایی 

      

مثال5 

     

  
   

 

 ثابت کنید : مجموعه هستند.  و            گیریم . 1

(    )  (    )    (    )  (            ) –    

 (الف-8ن )حکم طبق تمری ، 1  ثابت می کنیم. برای    به استقراء روی احکم ر جواب:

مجموعه ی   برای هر  برقرار باشد. یعنی    برقرار است. فرض کنیم حکم برای 

 :داشته باشیم   و مجموعه ی       1  1 

( 1 –   )   ( 1   )     (    )  ( 1    1      ) –    
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 مفهوم مجموعه

1  1  مثابت می کنیم . فرض کنی  1    حکم را برای        1  ،  1  

 داریم: .باشددلخواه  ی یک مجموعه  مجموعه و 

شرکت پذیری 

( 1 –   )   ( 1 –   )     (   –  )   (    1 –   )  
 

فرض استقراء 

(( 1   )    ( 1   )    (   –  ))   (    1   )  
 

پایه استقراء 

((  1    1        )   )  (   1 –  )  
 

تشرک پذیری 

((  1    1        )     1  )    
 

  
(  1    1            1  )     

مجزا هستند و نیز     و   ثابت کنید  دو مجموعه هستند.  و   گیریم . 11

را به صورت      )این نشان می دهد چگونه  (   )       

 مجزا می نویسیم(.اجتماع دو مجموعه ی 

   جواب:

مثال 5 

   (   )  

جابجایی 

    (     )  

شرکت پذیری 

    (      )  
 

قضيه 5 

(      )    

  
∅     

  
∅  

 

  به علاوه داریم: مجزایند.     و    ی لذا دو مجموعه
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

مثال 5 

   (   )  

ش  

   (      )  

قضيه 5 

(    )   (     )  
 

  
(    )      

 
    

 

         چه شرط هایی باید داشته باشند تا   و   مجموعه های  .13

 برقرار باشد؟

 داریم:   11. طبق تمرین         مجواب: فرض کنی

  
     

  
   (   )  

       
    (   )  

 
  

. به طور مشابه می (1)     نتیجه می گیریم   3 .1 بخش 1از تمرین  .      لذا 

 .   نتیجه می گیریم  (1)و  (1)از .    (1)   توان نشان داد 

 .∅         آنگاه،     اگر  ، بر عکس

                               لذا می توان گفت:                        

 سه مجموعه هستند. ثابت کنید :  و   ، گیریم . 14

(   ) –    (  –  ) – (   ) 

   جواب:

مثال 5 

(   )– (   )  

جابجایی 

(     )– (    )  
 

مثال 6 

(     )– (     )  

جابجایی 

     (   )  

مثال 5 

(   )      
 

  
(   )     
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 مفهوم مجموعه

 سه مجموعه هستند. ثابت کنید:   و   ،  گیریم .15

(  – )       (   ) 

 جواب:

ل  

  – (   )  

دمورگن 

      (    )  

شرکت پذیری 

    (      )  
 

  
(    )      

  
(  –   )      

 
(  –   ) –    

اگر و        ∅     ثابت کنید  دو مجموعه هستند.  و   گیریم . 16

 .     تنها اگر 

 .     =      و           داریم  5طبق مثال جواب:

 . که همان مطلوب مساله است  ∅           آنگاه ،    اگر 

∅        مفرض کنی ، بر عکس  . از∅        در نتیجه  .      

 و حکم ثابت می شود.      نتیجه می شود  13 تمرین

درستی یا نادرستی  هستند.   ی زیر مجموعه هایی از مجموعه  و   گیریم . 17

 زیر را تحقیق کنید. ی رابطه

(  –   )   (    )     – (    ) 

 .{ }  و  { }   ،{       }   منادرست است. فرض کنیرابطه ی فوق  واب:ج

 حال داریم:

(1)                        (   )   (   )   {     }   {     }   {   } 

(1)                               (   )      ∅        {       }         
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

–  )نتیجه می گیریم  (1)و  (1) ی با مقایسه     )    (    )      – (    ) 

 ی بالا ،ثابت کنید: 11مسئله  هایبا فرض  .13

 .         الف(

 .∅  اگر و تنها اگر        ب(

 .    اگر  اگر و تنها ∅       ج(

 .   آنگاه  ،          اگر  د(

   جواب: الف(

قضيه 5  

      

مسئله 11 

(  –   )   (     )  

قضيه 5 

(     )   (    )  
 

  ∅    

    طبق تعریف داریم:.          فرض کنیم ب(

)*(      (   )  (   )    
 مسئله11

⇒     (   )  (   )    

وجود دارد. لذا         بنابراین عنصری مانند  .∅      ابتدا فرض کنیم

  (   ) که تناقض     دنتساوی قبل نتیجه می ده و )*(. رابطه ی  (   ) 

 است.

       به صورت  )*(در این صورت عبارت  .∅    بنابراین باید داشته باشیم 

 وجود دارد.     در نتیجه عنصری مانند  .∅  شود. به برهان خلف فرض کنیم  تبدیل می

. در         او این تناقض است زیر     نتیجه می گیریم  ∅     چون  

 .∅  نتیجه فرض خلف باطل است و 
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 مفهوم مجموعه

 حکم را ثابت کرد.، به راحتی می توان 11مسئله ی  با استفاده از آنگاه ،∅  اگر  بر عکس ،

 طبق تعریف داریم : .∅     فرض کنیم  ج(

    (   )   (  –  )  ∅ 

    ∅      و این یعنی  ∅     و  ∅    نابراین باید داشته باشیم ب

 .   نتیجه می شود  16از تمرین  .   

 ، آنگاه   اگر  ،برعکس

          ∅ 

 ثابت کنید: ی بالا،11مسئله  هایبا فرض. 14

   (    )  (   ) (   )   

 ی کنیم: جواب:  از سمت راست تساوی شروع م

(   ) (   )  ((    )  (   ))  ((    )  (    )) 

  پخش پذیری

 (  (    ))  ((   )  (   ))
 

خودتوانی جابجایی   

 (   (    ))  (   (    ))
 

مثال 6  

     ((    )  (     )) 

تعریف   

    (    )
 

 .54صفحه ی  -5 .2تمرین 

 رسم کنید.     یک نمودار ون برای  .4



 

 

 
 

50 

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

(   )      می دانیم  جواب:   صورت به      نمودار ون لذا  . (   )   

 

 

 

 می باشد.

ه و هر یک از رابطه ها را توجیه ن رسم کردنمودارهای و ،13تا  5در مسائل 

 نید.ک

7 .   (    )  (    )   (    ) 

 ،3 ،1 ،1شامل سطوح  (     )    لذا  می باشد. 7و  5ح شامل سطو       جواب:

شامل سطوح       و  7 ،5 ،4 ،3 ،1 ،1شامل سطوح       از طرفی  می باشد. 7و  5

(    )می باشد. بنابراین  7و  6 ،5، 3، 1 ،1  7و5 ،3 ،1 ،1از سطوح  (    )  

 می باشند.  (    )   تشکیل می شود که همان اجزای تشکیل دهنده ی 

 

 

 

 

1 .(     )          

م ملذا مت تشکیل شده است، 1از سطح       شوده می ظهمانطور که در شکل ملاح جواب:

 4و 1از سطوح     و 4و  3از سطوح    از طرفی  د.می باش 4و 3 ،1سطوح  متشکل از آن
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 مفهوم مجموعه

عنی در نتیجه اجتماع آنها ی شده است.تشکیل 

است که  4و  3، 1سطوح  شامل         

می   (     )همان اجزای تشکیل دهنده ی 

 باشند.

11 .   (     )  (    )   . 

 (   )   مجموعه ی  می باشد.  7و 5 ،3 ،1شامل سطوح      ی  مجموعه جواب:

 می باشد. 7و  1،3 شامل سطوح حاصل می شود،     و  که از حذف سطوح مشترک 

 

 

 

 

که    (     )لذا مجموعه ی  تشکیل شده است. 6و  1،3،5از سطوح       از طرفی 

که  خواهد بود 7و  1،3سطوح شامل  حاصل می شود،  و  (    )حذف سطوح مشترک از 

تساوی  بنابراینمی باشند.  (     )   ی  ی مجموعه همان اجزای تشکیل دهنده

   (    )  .پذیر استتوجیه      (    ) 

برای اثبات نادرستی رابطه ها ی زیر از نمودار ون استفاده  10تا  14در مسائل 

 کنید.

 .   آنگاه  ،    و     اگر. 15

 در شکل  شوده می ظهمانطور که ملاح جواب:

 .    ولی     و       داریم  مقابل
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 

 .    آنگاه  ،    و      اگر . 16

 ولی    و     در شکل مقابل  جواب:

     . 

 .    آنگاه  ،    و      اگر . 17

 .    ولی      و      در شکل مقابل  جواب:

 

 .   آنگاه            اگر  الف(. 18

 .   آنگاه ،          ب( اگر 

 که شوده می ظدر شکل مقابل ملاح جواب:الف(

 .    ولی             

 

 که  شوده می ظدر شکل مقابل ملاح ب(

 .    ولی   ∅          

 

(   )آنگاه  باشند،  زیر مجموعه های  و   اگر . 11   (   )    

(    ). 

                                               
              

                                               

Aa   
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 مفهوم مجموعه

 ولیاست،  1 و 1شامل سطوح  (    )  که ملاحظه می شود  زیر جواب: در شکل

(   )   .است 1فقط شامل سطح  (   )  

 

 

(   )آنگاه  باشند،  زیر مجموعه ی   و   اگر . 10   (   )    

(    ) 

فقط  (    )  ه می شود که ظملاحودار ون تمرین قبل را در نظر بگیرید. مجواب: ن

(   )در حالی که  است 1شامل سطح   .است 1و  1شامل سطوح  (   )  

 .52 ی صفحه -6 .2 تمرین

⋂)         :را ثابت کنید )ب( 8 ی قضیه. 5      )  ⋃        

 جواب:

  (⋂ تعریف (     
 

 (  ⋂      
 ) تعریف7

 
 (          )  

نقيض سور
 

          
تعریف

 
           

تعریف6
 

  ⋃         

 زیر را به صورت اجتماع چند اشتراک بنویسید. ی مجموعه. 7

(     )الف(    (         ) 

 و همچنین مجموعه ی زیر را به صورت اشتراک چند اجتماع بنویسید.

(     )ب(    (         ) 

 الف(: جواب:
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

( 1   1)   ( 1   1   3 )  ( 1   1)   [⋃  

3

  1

  ]  
قضيه 1

 
 

⋃[( 1   1 )    ]

3

  1

جابجایی

 
⋃     ( 1   1) 

3

  1

  

⋃[   (⋃  

1

  1

)]

3

  1

قضيه 1

 
⋃ ⋃(      ) 

1

  1

  

3

  1

 ⋃⋃        

1

  1

3

  1

 

مجموعه های زیر را به صورت اجتماع اشتراک ها و اشتراک اجتماع ها بسط  .8

  را ببینید( 7) مسئله ی  دهید.

⋃ الف    
 
     [⋃   

 
   ] 

⋂ ب(    
 
     [⋂   

 
   ] 

[⋃  

 

  1

]  [⋃  

 

  1

]
قضيه 1

 
⋃[(⋃  )  

 

  1

  ]

 

  1

 

جابجایی

 
⋃[  

 
 (⋃  

 

  1

)]
قضيه 1

 

 

  1

⋃[⋃(       )

 

  1

]

 

  1

 

شرکت پذیری

 
⋃⋃[       ]

 

  1

 

  1

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 فصل سوم

 رابطه و تابع
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

.67صفحه ی  -1 .3ین تمر  

دکارتی به طور  ی هر یک از مجموعه های زیر را با رسم یک نمودار در صفحه. 1

 هندسی نمایش دهید.

 {           (   )} الف(

 {           (   )}ب(

 {                 (   )}ج( 

 را رسم می کنیم. داریم:  (ج)قسمت نمودار مجموعه ی جواب: 

{(   )              1} 

 {(   )        1      1} 

 {(   )            1}    {(   )        1     } 

مورد نظر است. ابتدا  ی فوق را رسم نموده ، اشتراک آنها، مجموعه ی بنابراین دو مجموعه

 اول را رسم می کنیم: ی مجموعه

{(   )            1}  {(   )             1} 

 

 

 تیره رنگ،قسمت 

 است.  1     نمودار 

 همچنین داریم:
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 رابطه و تابع

{(   )        1     }   {(   )             1} 

 دوم را به صورت زیر رسم می کنیم: ی مجموعهبنابراین 

 

 

 تیره رنگ قسمت 

 است. 1     نمودار 

 

ی یک نمودار حال اشتراک دو نمودار فوق را رو

 رسم می کنیم:

 

 

   1     و   1     بین دو نمودار  بخشی که ،ملاحظه می شودهمانطور که 

 می باشد.  1       واقع شده است، 

 )ب( را ثابت کنید: 1  ی قضیه. 3

  (   )  (   )  (   ) 

 جواب:

(   )    (   )
تعریف
⇔        (     ) 

فتعری اجتماع
⇔           (         ) 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

پخش پذیری
⇔     (       )   (         ) 

تعریف 1
⇔   (   )        (   )      

تعریف اجتماع
⇔      (   )  (   )  (   ) 

 ∅     ∅    ∅    ثابت کنید که  .4

 ∅     ، 1آنگاه طبق مثال  ،∅  یا  ∅  اگر : جواب

و ∅   م کنیم. بنابراین فرض کنی را ثابت می عکس نقیض آن ن مطلب،برای اثبات عکس ای

نیز حداقل یک    ی و مجموعه  ، حداقل یک عضو مانند    ی در نتیجه مجموعه .∅  

(   )، تعریف حاصلضرب دکارتیطبق  .دارد   عضو مانند  که نشان می دهد      

    ∅ . 

 .         ، آنگاه     جموعه باشند و م   و  ،   ثابت کنید اگر  .5

(   ) مجواب: فرض کنی (   )کافی است نشان دهیم . دلخواه باشد          

از طرفی چون  .         طبق تعریف حاصلضرب دکارتی نتیجه می گیریم  .  

(   )نتیجه می گیریم     و     از  .   باید داشته باشیم            

 و حکم اثبات می شود.

 عنصر داشته باشد ، مجموعه   ،   ی عنصر و مجموعه   ،   ی اگر مجموعه .6

 دارد؟)جفت مرتب(چند عنصر      ی

 داریم: :جواب

    {(   )            } 
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 رابطه و تابع

   حالت داریم. چون  عنصر است، برای مختص )مؤلفه( اول   دارای    ی چون مجموعه

حالت داریم . لذا طبق اصل ضرب در آنالیز    عنصر است، برای مختص )مؤلفه( دوم،  دارای 

 خواهیم داشت.حالت      ترکیبی، جمعاً 

ا نادرستی  )با آوردن یک مثال نقض ( هر یک از حکم های زیر را درستی ی .8

 ت کنید: باث

 .     و    اگر و تنها اگر           الف(

، حاصلضرب دکارتی مجموعه  (   ) ، یعنی      توانی ی ب( مجموعه

( ) یعنی  ( ) و  ( ) های توانی    است. ( )  

 ین حکم را باطل می کند . ض زیر، امثال نق جواب: الف ( نادرست است.

ه می شود که ظ. ملاح {1}  و  {1}  ،  {1 1}  ،  ∅   مفرض کنی

 .    ولی         در نتیجه  .{(1 1)}    و  ∅    

.  {(   )}    ، آنگاه  { }   و { }   اگرین حکم نیز نادرست است . ب( ا

(   )  در نتیجه   .  از طرفی {(   ) ∅} 

 ( )  {∅ { }}  ( )  {∅ { }} 

 لذا

 ( )   ( )  {(∅ ∅) (∅ { }) ({ } ∅) ({ } { })} 

( ) و  (   ) ی ملاحظه می شود که حتی نوع عناصر دو مجموعه با هم   ( )  

 فرق دارد.

 .    آنگاه ،         ثابت کنید که اگر  .11

(   ) دلخواه باشد. طبق تعریف حاصلضرب دکارتی      مجواب: فرض کنی      . 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

(   ) مباید داشته باشی          ز آنجایی کها . طبق تعریف     

. به طور مشابه     بنابراین و      . در نتیجه     و      ،حاصلضرب دکارتی

 .     . در نتیجه     نشان می دهیم 

 .     آنگاه ، ∅   و        ثابت کنید که اگر  .11

. می نامیم 0  باشد که آن رامی  دارای حداقل یک عنصر     ، بنابراین ∅  جواب: چون 

0 دلخواه باشد . چون      مفرض کنی.    نشان می دهیم  طبق تعریف ،    

(0   )حاصلضرب دکارتی ،  نتیجه می گیریم          . از فرض      

(   0) 0 و     بنابراین  .      مشابه     اثبات .      . در نتیجه    

 .    گیریمنتیجه می      و      از   است.

(   )  درستی یا نادرستی تساوی  .13  (   ) را بررسی  (   ) 

 کنید.

اما در  می باشندسمت چپ  ی ، عضو مجموعه A عناصرزیرا  نادرست است فوق جواب: تساوی

(   )   ولی  (   )    سمت راست نیستند. یعنی  ی مجموعه  (  

 )می توانید با معرفی سه مجموعه، مثال نقضی برای این مسئله بیاورید.(. ( 

(   )آیا تساوی  .15  (   )  (   )  صحیح است ؟ (   ) 

 نادرست است . قرار دهید:فوق جواب: تساوی 

  {5 6}    {3}    ∅   {1 1} 

 :در نتیجه

(   )  (   )  ∅  {(3 5)  (3 6)}  {(3 5) (3 6)} 

(   )  (   )  {1 1 3}  {5 6}   

{(1 5) (1 6)  (1 5)  (1 6)  (3 5)  (3 6)} 
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 رابطه و تابع

 ه می شود کهظملاح

(   )  (   )  (   )  (   ) 

 مجموعه هر و  ، آنگاه برای هر مجموعه ی  ∅    ثابت کنید که اگر  .16

(   )،  ی  (   )  ∅   

   جواب:

تمرین 1 

(   )  (   )  

ض 

(   )  (   )  ∅  (   )  ∅  
ض
 

 

 ثابت کنید. ای نا تهی باشندهمجموعه    و      ,  ،  کنیم فرض .17

 .     و     اگر و فقط اگر        

        آنگاه به وضوح ،      و     جواب: اگر 

مشابه     اثبات  .    نشان می دهیم  .         مفرض کنی ،برعکس

0  نتیجه می گیریم  ∅   از آنجایی که دلخواه باشد.     م است. فرض کنی        .

(0   ) ، طبق تعریف حاصلضرب دکارتی نتیجه می          از  .     

(0   )گیریم  0  و     بنا بر تعریف حاصلضرب دکارتی.       در نتیجه  و    

    . 

0   نتیجه می گیریم ∅   از آنجایی کهدلخواه باشد.       محال فرض کنی    . 

(0   ) طبق تعریف حاصلضرب دکارتی باید داشته          چون.     

(0   ) باشیم      و     از.    و این یعنی      در نتیجه.      

 .     نتیجه می گیریم 

 حذف کنیم،نا تهی بودن مجموعه ها لازم است زیرا اگر این شرط را  شرط ،مکتذکر: در این ح

 :قرار دهیدحکم برقرار نیست . 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

  {5}   ∅   {1 1}   ∅ 

 .     اما          ملاحظه می شود که 

 که ثابت کنید .18

(   )  (   )  ((   )   )  (  (   ))  

   جواب:

  
(   )  (   )  (   )   

 
(   )      (   )      

  
تعریف حاصلضرب دکارتی  

 (       )  (       )
 

         
پخش پذیری  

 ((       )     )  ((       )     )
 

 
شرکت پذیری  

  (       )     )   (    (       ) 
 

              
    
 (  (   )     )  (      (   )) 

تعریف حاصلضرب دکارتی  

 (   )  (   )    (   )    (   )
 

              
    
 (   )   (   )        (   )  

 ثابت کنید که . 10

(   )  (   )  ((   )   )   (  (   )) 

   جواب:

    
(   )  (   )  (   )   

 
(   )      (   )      
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 رابطه و تابع

              
          
 (       )  (       ) 

         
پخش پذیری  

 ((       )     )  ((       )     )
 

 
شرکت پذیری  

 ((       )     )  (    (       ))
 

    
 (  (   )     )  (    (  (   )) 

تعریف حاصلضرب دکارتی  

 (   )  ((   )   )  (   )  (  (   ))
 

               
    
 (   )  ((   )   )  (  (   )) 

 .71صفحه ی  -2 .3تمرین 

 ه ینگار وحوزه  . { (   )  (   )  (   )}   و  {     }  گیریم . 1

 را بیابید.  

 . {   }    و     {   }      جواب: 

 و  {     }  گیریم . 4

  {(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )} 

 منعکس  و متقارن است ، اما متعدی نیست.   ثابت کنید 

(   )است زیرا  منعکس   جواب:     (   )    (   ) با   یعنی هر عضو  .  

 دارد.    ی خودش رابطه

 متقارن است زیرا:  

(   )    (   )    
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

(   )     (   )    

(   )متعدی نیست، زیرا    (   ) و   (   )ولی       . 

 رن نباشد.رابطه ای مثال بیاورید که انعکاسی و متعدی باشد، اما متقا. 5

 در نظر بگیرید:  زیر را روی  ی رابطه . {       }   مجواب: فرض کنی

  {(   ) (   ) (   ) (   )  (   )  (   )  (   ) } 
 این رابطه انعکاسی است، زیرا :

(   )    (   )    (   )    (   )    

 این رابطه متعدی است، زیرا :
(   )     (   )    (   )    

(   ) این رابطه متقارن نیست ، زیرا (   ) ولی       

 رابطه ای مثال بیاورید که متقارن و متعدی باشد، اما انعکاسی نباشد. .6

 تعریف می کنیم:  تمرین قبل بگیرید . رابطه ی زیر را روی  ی را مجموعه  جواب: 

  {(   )  (   )  (   ) } 
(   )انعکاسی نیست چون  ،ن رابطهای  ولی متقارن و متعدی می باشد.   

 است . ثابت کنید که :    ی رابطه ای در مجموعه   .7

 .       انعکاسی است اگر و تنها اگر  الف( 

 .      متقارن است اگر و تنها اگر    ب( 

 کاسی باشد.انع    انعکاسی است اگر و تنها اگر  پ( 

 متقارن باشد.    متقارن است اگر و تنها اگر     ت(

 متعدی باشد.    متعدی است  اگر و تنها اگر   ث( 

هم ارزی  ی یک رابطه     است اگر و تنها اگر زیرا ی هم یک رابطه  ج( 

 باشد.

 جواب: الف( 

        (   )    {(   )    }   انعکاسی         

  :بنابراین   ،متقارن باشد   مب( فرض کنی
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 رابطه و تابع

(   )   
  متقارن
⇔    (   )    

تعریف1  
⇔     (   )    1 

 .  1    لذا 

   متقارن است:  نشان می دهیم  ، 1     مفرض کنی ، برعکس

(   )    
    1

⇔    (   )    1
تعریف1  
⇔     (   )    

 متقارن است .  بنابر این 

انعکاسی است   . چون می گیریمرا دلخواه      انعکاسی باشد.    مفرض کنی پ(

(   ) (   )بنابراین .     انعکاسی است. 1  در نتیجه .  1   

انعکاسی  1 (1  ) ثابت شد، بالابنابر آنچه در انعکاسی باشد.  1   مفرض کنی ،برعکس

1 (1  )،  0تمرین  است. از طرفی طبق  انعکاسی است.   لذا .     

نیز متقارن  1  لذا .  1    متقارن باشد. طبق قسمت )ب( ، داریم     مت( فرض کنی

 است.

1 (1  ) داریم متقارن باشد. طبق قسمت )ب( 1   مفرض کنی ،برعکس از .  1   

1  بنا براین ،  1 (1  )   ، همین بخش (1)طرفی بنا بر تمرین  طبق قسمت .    

 متقارن است.    ،)ب(

  :متعدی است 1  متعدی باشد. نشان می دهیم    مفرض کنیث( 

   (   )    1  (   )     1 
تعریف 1  
⇒      (   )    (   )     

 
  متعدی
⇒    (   )   

تعریف1  
⇒      (   )    1 

 متعدی است. 1  ه درنتیج
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 :متعدی است  نشان می دهیم  .متعدی باشد 1   مفرض کنی ، برعکس

   (   )     (   )   
تعریف 1  
⇒      (   )    1  (   )    1 

  متعدی
⇒    (   )    1

تعریف 1  
⇒      (   )    

 متعدی است.  لذا 

، انعکاسی ، متعدی و متقارن است    ی رابطه  :ریم( ، )ت( و )ث( داپج( با تلفیق قسمت های )

این گزاره، معادل است با گزاره  .انعکاسی ، متعدی و متقارن باشد 1  تنها اگر رابطه ی و اگر 

 هم ارزی باشد. ی رابطه 1  هم ارزی است اگر و تنها اگر  ی هطراب   ی  

 ؟عضوی وجود دارد n ی چند رابطه روی یک مجموعه .8

عضو است. هر رابطه  1 دارای     آنگاه  ،عضو باشد   دارای    ی  جواب: اگر مجموعه

زیر مجموعه  1 1دارای     . چون است    ، زیر مجموعه ای از    ی روی مجموعه

 وجود دارد.    ی  رابطه روی مجموعه 1 1می باشد، 

عضوی وجود  n ی عضوی در یک مجموعه   ی چند رابطه از یک مجموعه .1

 دارد ؟

است. چون     ، زیر مجموعه ای از   ی به مجموعه   ی جواب: هر رابطه از یک مجموعه

A  دارای       ،عضو است  دارای   و عضو    دارایmn  در نتیجه ، خواهد بودعضو .

 است.  به   ه همان تعداد رابطه ها از می باشد ک   1برابر با     تعداد زیر مجموعه های 

به   دید ح. منظور از ت    است و    به   یک رابطه از   فرض کنید  .10

(   )}      رابطه ی،    است. ثابت کنید:   به     از   {       

      (    ( )) 
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 رابطه و تابع

 : جواب

(   )      
تعریف 
⇔  (   )          

تعریف    
⇔      (   )                

تعریف حاصلضرب دکارتی
⇔             (   )    (   )  (      ) 

تعریف اشتراک
⇔       (   )    (     ) 

  زیر مجموعه های     و  و     به   یک رابطه از   ثابت کنید که اگر  .11

 باشند، آنگاه :

(      )الف(   (    )  (    ) 

(      )ب(   (    )  (    ) 

 جواب: ب( 

(   )  (      )
تعریف
⇔  (   )    (     ) 

تعریف اشتراک
⇔       (   )    (        ) 

خودتوانی
⇔    ((   )    (   )   )  (         ) 

جابجایی شرکت پذیری
⇔            ((   )        )  ((   )        ) 

تعریف تحدید
⇔      (   )  (    )  (   )  (    )   

تعریف اشتراک
⇔        

(   )  (    )  (    ) 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 باشد.  دلخواه  ی یک زیر مجموعه  و   به   یک رابطه از   فرض کنید  .11

 چنین تعریف کنید:را     ی نگاره -  نام  به ،( ) 

 ( ) (   ) برای یک        }    } 

 آنگاه  ،باشند  زیر مجموعه های    و  اگر ثابت کنید که 

(   )  الف(   ( )   ( ) 

(   ) ب(    ( )   ( ) 

  جواب: الف(

   (   )
تعریف
⇒          (     )  (   )    

تعریف اجتماع
⇔             (       )  (   )    

پخش پذیری
⇔              (    (   )   )  (    (   )   ) 

تعریف
⇒     ( )     ( )

تعریف اجتماع
⇔          ( )   ( ) 

 برعکس،

   ( )   ( )
تعریف اجتماع
⇔          ( )     ( ) 

تعریف
⇒  (           (   )    )  (           (     )   ) 
 
 (                (   )   ) 

یفتعر
⇒      (   ) 

   ب(
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 رابطه و تابع

   (   )
تعریف
⇔           (        (   )   ) 

تعریف اشتراک 
⇔                (       )  (   )    

خودتوانی
⇔              (       )  (   )    (   )   ) 

شرکت پذیری جابجایی
⇔                       (    (   )   )  (    (   )   ) 

تعریف
⇒     ( )     ( )

تعریف اشتراک
⇔           ( )   ( ) 

 

 برقرار نیست. یعنی ی )ب( تذکر: مثال زیر نشان می دهد که عکس رابطه

 ( )   ( )   (   ) 
به صورت زیر   به    را از     ی رابطه .{3 1 1}   و   {     }  می دهیم قرار 

 :می کنیمتعریف 

   {(  1) (  1) (  1) (   3) (   1) (   3)} 
 حال داریم:   {   }   . و {   }   کنیم فرض

 ( )  {1 1 3}  ( )  {1 1 3}    ( )   ( )  {1 1 3} 
 (   )   ({ })  {1 3} 

1 شود ه میظهمانطور که ملاح   ( ) 1ولی  ( )     (   )  . 

 ، ثابت کنید: 11 ی مسئله با در نظر گرفتن فرض های . 13

( )   الف(      ( ) 

( )  ب(    ( )  

   جواب: الف(

     ( )
تعریف دامنه
⇔                (   )    

تعریف وارون رابطه
⇔                    (   )    1 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

تعریف 
⇔        1 ( ) 

       ب(

     ( )
تعریف نگاره
⇔                   (   )   

تعریف 
⇔       ( ) 

   به   یک رابطه از     آنگاه  ،باشند   به   رابطه هایی از    و  اگر  .14

 است. ثابت کنید:

(   )   الف(      ( )     ( ) 

(   )  ب(     ( )    ( ) 

( )(   )پ(برای هر     ( )   ( )          

 جواب: الف( 

      (   )
تعریف دامنه
⇔                  (   )      

تعریف اجتماع
⇔                   ((   )     (   )    

تعریف دامنه
⇔                        

تعریف اجتماع
⇔                          

 ب(

     (      )
فتعری نگاره
⇔                   (   )  (   ) 

تعریف اجتماع
⇔                     ((   )     (   )   ) 
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 رابطه و تابع

تعریف نگاره
⇔                      

تعریف اجتماع
⇔         (       ) 

  پ(

  (      ) ( )
تعریف نگاره
⇔                    (   )      

تعریف اجتماع
⇔                     (   )     (   )   ) 

تعریف نگاره
⇔          ( )       ( )   

تعریف اجتماع
⇔          ( )   ( ) 

 ی یک رابطه      ثابت کنید  است.  یک رابطه روی   فرض کنید  .15

  باشد که شامل    متقارن روی  ی یک رابطه  است و اگر   متقارن روی 

متقارن  ی کوچکترین رابطه      بنا براین .         آنگاه  است،

 است.   شامل 

 . 1       به وضوح جواب: 

 :است    متقارن روی  ی یک رابطه 1    نشان می دهیم که  حال

(   )      1
تعریف اجتماع
⇔      (   )     (   )    1

تعریف وارون رابطه
⇔          

(   )    1   (   )   
تعریف اجتماع
⇔      (   )      1 

در .  (1)    یعنی  ،باشد    و شامل  متقارن روی  ی یک رابطه  حال فرض کنیم 

1  نتیجه  1   همین بخش،  ب( -7بنا به تمرین )، متقارن است  و چون    1        .

1  براین بنا 1    یجه می گیریم  نت (1)و  (1) از .  (1)     . 

 است.   کوچکترین رابطه متقارن شامل  1    لذا 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 ی یک رابطه      است.  ثابت کنید   یک رابطه روی   فرض کنید  .16

باشد به قسمی که   متقارن روی  ی یک رابطه  است و اگر   متقارن روی 

متقارن  ی بزرگترین رابطه      .بنابراین         ، آنگاه     

 است.   مشمول

 می باشد. 0    شامل    به وضوح جواب: 

  :است  متقارن روی  ی یک رابطه 0    ثابت می کنیم 

(   )      0
تعریف اشتراک
⇔      (   )    (   )    0 

تعریف وارون رابطه
⇔        (   )    0  (   )   

یفتعر اشتراک
⇔      (   )      0 

در نتیجه .  (0)     که باشد بطوری  متقارن روی  ی یک رابطه  حال فرض کنیم 

  1 1  متقارن است   . چون  (1)1     نتیجه می گیریم (3)و  (1)از .  (3)     

بنابراین  . 1        می توان نتیجه گرفت (4)و  (1) از .  (4)1    

 است.    متقارن مشمولی بزرگترین رابطه  1    

اگر و  (   )   (   )را با   روی  ~ ی رابطه ({ }  )    گیریم  .18

هم  ی یک رابطه   ی تعریف کنید. ثابت کنید که رابطه ،     تنها اگر 

 ارزی است. 

  زیرا : ،انعکاسی است ،جواب: این رابطه

 (   )          
تعریف  
⇒      (   )      (   ) (   ) 

 زیرا: متقارن است 

(   )  (   )
تعریف  
⇔        

 
      

تعریف  
⇔   (   )  (   ) 
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 رابطه و تابع

  متعدی است زیرا:

(   )  (   )  (   )  (   )
تعریف
⇔              

                          

  0
⇒        (   )  (   ) 

 

 .76صفحه ی  -3 .3تمرین 

 {     }  و  {         }    {   }   کنید فرض. 1

 است.   یک افراز {   }الف( تحقیق کنید که 

 پدید آمده است، بررسی کنید. {   } را که از افراز {   }   ی ب( رابطه

 شرط اول افراز برقرار است.،  ∅    و    که  جواب:  الف( از آنجایی

{   }     داریم :   از طرفی  {     }  {         }    

 است.  یک افراز  {   }در نتیجه  ،لذا شرط دوم هم برقرار است

تعریف می  زیر به صورت ،پدید می آید {   }از افراز که   {   }  هم ارزی  ی ب( رابطه

 شود:

 
 

{   }
                 

دارند اگر و فقط اگر هر  {   }   ی ، با هم رابطه  ی دو عنصر در مجموعه ،به عبارت دیگر

باشند. مطابق این تعریف عناصری را که با هم رابطه دارند به   باشند یا هر دو در   دو در 

 صورت زیر مشخص می کنیم:
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 ی نیز با هم رابطه   و  . دو عنصر      دارند، زیرا  {   }   ی رابطه  و   دو عنصر

] ی با خودش رابطه  . عنصر       زیرا  ،دارند {   }  
 

{   }
      زیرا  ،دارد [

] ی با هم رابطه   و  . دو عنصر
 

{   }
ین صورت تمام . به هم     و   زیرا  ،ندارند [

 عناصری را که با هم رابطه دارند مشخص می کنیم:

 

{   }
 {(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) 

(   ) (   ) (   ) (   ) (   )} 

 و  {       }  فرض کنید. 1

  {(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )} 

 است.   هم ارزی روی  ی یک رابطه  الف( تحقیق کنید که 

 بیابید. ،پدید آمده است    از را که    ب( افراز 

 زیرا : ،انعکاسی است  جواب: الف( 

   {(   ) (   ) (   ) (   )}    

 زیرا: ،متقارن است  

  0  {(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (   )}    

 زیرا: ،متعدی است  

(   )    (   )    (   )    

(   )    (   )    (   )    

(   )    (   )    (   )    

(   )    (   )    (   )    



 

 

 
 

75 

 

 رابطه و تابع

 ب(

 

 
 {           }  {   } 

 

 
 {           }  {   } 

 

 
 {           }  {   } 

 

 
 {           }  {   } 

 :در نتیجه

 

 
 {

 

 
     }  {

 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
}  {{   } {   }} 

را     روی     ی رابطه .ی بالا باشد 1 ی مسئله    افراز  فرض کنید . 3

 د.بیابی ،پدید آمده است  که از 

  هم ارزی روی  ی این افراز یک رابطه . {{   } {   }}      جواب: داریم

با هم رابطه دارند اگر و فقط اگرهر دو عضو متعلق به   پدید می آورد که تحت آن دو عضو 

 پدید آمده به صورت زیر خواهد بود: ی لذا رابطه .باشند {   }یا متعلق به  {   }

 

 
 {(   ) (   ) (   ) (   ) (   ) (    ) (   ) (   )} 

 می باشد. 1در تمرین   هم ارزی  ی مشاهده می شود که این رابطه، همان رابطه

بگیرید  {          }  را   ، افراز   متناهی و  ی را یک مجموعه  . 6

عضو دارد. ثابت کنید که تعداد                   ی و فرض کنید مجموعه

  دقیقاً      ی هم ارزی ت های مرتب در رابطهفج
    

       
 است.  
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

⋃   می دانیم  4جواب: از تمرین  (     )
 
      . همچنین تعداد عناصر  ⁄0  

  ، 3 1بخش  ،6طبق تمرین 
1ای هر بر      مجموعه های  از طرفیاست.  1      

این مجموعه ها مجزا  مبه تناقض می رسیم. فرض کنی ن باشدمجزا می باشند، زیرا اگر غیر از ای

 : بنابراین. ض خلف(د )فرننباش

       {1 1    }            (       )  (       )  ∅   

  (   )  (       )  (       )                  

ها اعضای افراز بودند و طبق تعریف، مجزا هستند و اشترا ک ندارند.    و این تناقض است، زیرا 

 داریم : حال

 (  ⁄ )   (⋃(     )

 

  1

)

 ∑ (     )  ∑  
1   1

1   1
1       

1

 

  1

 

  1

 

 بررسی کنید.     را به ازای  6 مثال .8

 {1  1  0 }   بنابراین باید نشان دهیم.  3  قرار می دهیم  6جواب: در مثال 

 است. داریم:  افرازی از 

 0  {      0  3      }  {      3     } 

 1  {      1  3      }  {      3  1    } 

 1  {      1  3      }  {      3  1    } 

0 . نشان می دهیم مجزا می باشندابتدا ثابت می کنیم که این مجموعه ها    1 اثبات  . ∅ 

0  برهان خلف فرض کنیمحالات مشابه است. به ی بقیه    1  . بنابراین: ∅ 
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 رابطه و تابع

   ( 0   1)                      3    3   1 

 3  3   1    3(    )  1 
      
⇒     3 1 

 را عاد نمی کند. 1، عدد3 و این تناقض است زیرا

0    اگر نشان دهیم    1 0 )  به وضوحد. اثبات کامل می شو 1     1  

 1) 0   باید نشان دهیم   .      1  بنابردلخواه باشد.     . فرض کنیم  1  

 الگوریتم تقسیم : 

                 3     0    3 

    0         1       1     0   1   1 

0     در نتیجه   1 0   نتیجه می گیریم  فوق،  بحث از. 1     1   1 .  

با    روی     ی  اعداد صحیح بگیرید. فرض کنید رابطه ی ، مجموعه را    .1

یک عد صحیح است، تعریف   ، که درآن        اگر  اگر و تنها      

 شده است .

 است.  هم ارزی روی  ی یک رابطه   ی الف( ثابت کنید رابطه

 را پیدا کنید.  ، افراز ⁄   (ب

⁄   ) هم ارزی  ی ( تحقیق که رابطهج    هم ارزی ی در واقع همان رابطه (

 است.

 :و متعدی است متقارنجواب: الف( باید نشان دهیم این رابطه، انعکاسی ، 

انعكاسی               0  5  0           𝜀    

متقارن        𝜀                    5       5(  ) 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

  
–      
⇒          5     𝜀   

متعدی       𝜀      𝜀                       5     

    5  (   )   (   )  5   5   

     5(    )  
         
⇒            5     ε   

 دلخواه باشد ، طبق الگوریتم تقسیم داریم:    ب( توجه کنید که اگر 

                     5        0    5      5  

   𝜀            

 :در زیر آورده ایمکه  ندتا می باش 5هم ارزی حداکثر  ی پس کلاس های هم ارزی این رابطه

 0  {          0  5  }  {     |   5 }   0 

 1  {          1  5 }  {     |   5  1}   1 

 1  {          1  5 }  {     |   5  1}   1 

 3  {          3  5 }  {     |   5  3}   3 

 4  {          4  5 }  {     |   5  4}   4 

⋃اشتراک ندارند. از طرفی داریم  تمرین قبل نشان داده می شود که این کلاسها همشاب  
 
 4

  1

⋃  در یکی از این کلاس ها قرار دارد، یعنی      )زیرا نشان دادیم هر     
4
  1 . 

⋃ همچنین  
 
  4

 ، زیرا هر 1  
 

⋃  است. بنا براین    ی زیر مجموعه   
 

4
  1 .) 

⁄𝜀     :                      در نتیجه   { 0  1  1  3  4} 

⁄𝜀  ) ج( برای اینکه نشان دهیم   است، کافی است ثابت کنیم: εهم ارزی  ی همان رابطه  (
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 رابطه و تابع

                 (  𝜀⁄ )       ε   

⁄𝜀  ) تحت   و  ) یعنی  داشته طه با هم راب 𝜀تحت  دارند اگر وفقط اگربا هم رابطه    (

 (.باشند

  
 
 

ε

   
طبق تعریف
⇔      0    4                  

 
 

             0    4              5          5   

     5(    )    ε   

 برعکس،

       𝜀   
3قضيه ج
⇔     0    4                  

 
  

    4                 
 
  

 

(
 

𝜀
)
   

و    ی یک افراز مجموعه {             }فرض کنید  .10

  است.ثابت کنید:   ی یک افراز مجموعه {            }

    

{                             } 

 است.     یک افراز

1         } ی : برای اثبات اینکه مجموعهجواب        1 یک افراز  {    

این مجموعه ها دو به دو مجزا  ثابت می کنیماست، دو مطلب را ثابت می کنیم. ابتدا     

است. برای اثبات حکم اول به برهان خلف فرض     هستند و سپس اینکه اجتماع آنها برابر با 

 کنیم :
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

(       )    (        )  ∅ 

 بنابراین: .      یا      که در آن  

 (   )  (       )  (        )  (   )           

(   )          

)چون اعضای          ، بنابراین      بدون آنکه از کلیت اثبات کاسته شود، فرض کنیم 

که این تناقض است . در نتیجه فرض خلف باطل            اما  .یک افراز می باشند(

1         }  ی است ومجموعه        1 از عناصر مجزا تشکیل شده   {    

⋃اند. حال نشان می دهیم ⋃               
  1

 
1برای هر  . 1         

1هرو ⋃لذا   .              داریم      ⋃             
  1

 
  1

(   ) م. از طرفی فرض کنی(1)  . از اینکه     و     در نتیجه ،     

  ⋃    
 
  1 ⋃   و     

 
 ، نتیجه می گیریم: 1  

 1   0     1   0                 0           0  

(   )لذا     0 (   )و این یعنی  0     ⋃ ⋃        
 
  1

 
 . نشان دادیم 1  

    ⋃ ⋃        (1)  
  1

 
  1 . 

⋃    نتیجه می گیریم   (1)و ( 1)از  ⋃        
 
  1

 
  1 

 .12صفحه ی  -4 .3تمرین 

 .یک تابع است      ثابت کنید. {      (   )}    و    گیریم. 7

نشان       می گویند و می توان آن را با  تابع شمولی)تذکر. این تابع را 

 داد.(

(   )داریم  طبق تعریف  .اه باشددلخو    جواب: فرض کنیم    درنتیجه .  

 .)شرط)الف(تابع برقراراست(       این یعنی و     
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 رابطه و تابع

 اثبات شرط )ب(:

    (   1)     (   1)   
طبق تعریف 
⇒         1      1    1   1 

 . تابع است    نیزبرقراراست و درنتیجه شرط )ب(

 درحالت وجوددارد؟   به   چندتابع از،  {   }   و {     }  اگر. 11

چندتابع ، عنصرداشته باشد   ،   مجموعه ی و عنصر  ،   مجموعه ی  اگر ،ترکلی

 وجوددارد؟  به   از 

این است  ،اولین عمل .از سه عمل مستقل تشکیل شده است   به   عمل تعریف تابع از جواب:

 ،عمل دوم . به دو طریق امکان پذیراست ، واین نسبت دهیم   ازیک عنصر    در   ه عنصرکه ب

 که این نیز به دوطریق امکان پذیر است. نسبت دهیم  ازیک عنصر  در  که به عنصر این است

لیز اصل ضرب در آنا بنا به لذا نظیرکرد.  ازعنصری به نیز به دو طریق می توان را    در   عنصر

13 ترکیبی،  1  1  وجود دارد.  به   یک تابع از تعریفحالت برای  1 

   استدلالی مشابه عنصرباشد، با   دارای  مجموعه ی  ور عنص  دارای   اگرمجموعه ی 

 حالت برای تعریف تابع وجود دارد .

 توابع ثابت هستند.، 11چندتابع ازتوابع مسئله ی  . 11

آنگاه برای  عنصرباشد،   دارای  مجموعه ی  و عنصر   دارای  ی  اگرمجموعه جواب:

 به یک و    در هرحالت باید همه ی عناصر حالت داریم زیرا   ،    به   تعریف توابع ثابت از

 حالت بیشتر نخواهیم داشت.  لذا  ،عنصر دارد  ،    نظیرشوند. چون   عنصر ازیک فقط 

ثابت  .است  ناتهی  ی یک زیر مجموعه  یک تابع و       فرض کنید . 13

)برای تعریف  یک تابع است.،       تحدید تابع         کنید که 

 را ببینید.( 1 .3، تمرین 10مسئله ی « تحدید»
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

یک تابع باشد،       آن. اگر  ی جواب: تحدید یک تابع ، یعنی کوچک کردن دامنه

(   )}    را به صورت   به   آنگاه تحدید  تعریف می کنیم. بر ای  {        

 یک تابع است ، دو مطلب را باید ثابت کنیم:      اثبات اینکه 

 (1)     (   )                                                    

(1)    (   1)       (   1)       1   1 

(   )     ( ): به وضوح  (1)اثبات دلخواه باشد. چون     فرض کنیم .    

  و این یعنی:        نتیجه می گیریم        از .      پس،     

            (   )   
   
⇒  (   )              (   ) 

(   )    نتیجه می گیریم  (  )و  ( )از . (  )(   )      بنابراین      . 

  :(1)اثبات 

(   1)   |  (   1)   | 
     
⇒   (   1)    (   1)    

 تابع است
⇒      1   1 

 g، مانند    ی مفروض است. ثابت کنید که هر زیر مجموعه      تابع  .14

 ت.تابع اسنیز یک 

(1   )و      جواب: فرض کنیم     (   1) می  نتیجه     از فرض.    

(1   ) گیریم     (   1) 1 تابع است، بنابراین    . طبق فرض،    و این  1  

 . تابع است  یعنی 

  ی و همچنین یک رابطه    به   یک تابع از        فرض کنید  .15
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 رابطه و تابع

       تابع همانی    ثابت کنید که در این صورت  .است  انعکاسی روی 

 است.

خودش را نظیر می کند،     تابعی است که به هر عنصر  ،      جواب: تابع همانی 

( )          یعنی  ثابت می کنیم. یعنی نشان می دهیم   را برای  گزارههمین  .    

       ( ) انعکاس است، نتیجه   دلخوه باشد. از آنجائیکه     . فرض کنیم    

(   )می گیریم  (   ). حال فرض کنیم     نظیر    مانندبه عنصر دیگری   )یعنی    

دقیقاً     به هر عنصر   . بنابراین    تابع است، باید داشته باشیم   چون  . شده باشد(

( )       ر می کند. یعنی  خودش را نظی  .     لذا  .   

بیابید که       است. یک تابع        ی یکه ی فاصله  فرض کنید  .16

 باشد.  متقارن روی  ی یک رابطه

 را به صورت زیر تعریف می کنیم:  جواب: 

  {(  1   )     0 1 } 

( ) ) ی طهبا ضاب  1 0   1 0   ) به طور معادل   1 یک   . نشان می دهیم    

0اگر  .تابع است 1 آنگاه ،  1    0و این نتیجه می دهد   0      1  

1داریم   1 0   . بنابراین برای هر  1          . درنتیجه   1 0    

 از طرفی :.   1 0 

    1   1     1    1    1   1  1   1    ( 1)   ( 1) 

1 1 )این تابع متقارن است زیرا اگر     1) به شکل    آنگاه چون هر عنصر ،    

(  1 1)نتیجه می گیریم که ،   1 0   هایی است که  (     1 1  

(1   1)) 1)چون       1 1  لذا می توان قرار داد ،   1 0     . بنابراین( 1  

(1   1  1)  متقارن است.  f که نشان می دهد     

 است.   )تابع همانی( نیز یک رابطه ی متقارن روی  { 1 0     (   )}  تابع 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

یک حوزه و یک برد دارند.       و       فرض کنید که دو تابع  .17

 .      آنگاه  ،   ثابت کنید که اگر 

(   ). فرض کنیم     جواب: کافی است نشان دهیم  دلخواه باشد. در نتیجه    

لذا  ،برد دارند یک و حوزهیک   و   . از آنجایی که       و        

(    )  )*( وجود دارد به طوری که     . در نتیجه عنصری مانند             .

(    )نتیجه می گیریم     از فرض  (   ) ،تابع است  چون     و    

(    ) (   ))*( نشان می دهد  ی . تساوی قبل و رابطه     نتیجه می دهد        

 )توجه کنید که در این تمرین، منظوراز برد، همان نگاره می باشد. ( و حکم ثابت می شود.

  .17صفحه ی  -5 .3تمرین 

 هستند . مثال هایی بیاورید که        و     ،یک تابع      گیریم . 5

 نشان دهد حکم های زیر دروغ می باشند.

( )   آنگاه  ،∅  الف( اگر    ∅  . 

(( ) )   ب(     

(( )   ) ج(     

( ) د(     

  تابع   {5 4 3 1 1}  و  {     }   مجواب: الف( فرض کنی

({5})1  که  شودمشاهده می  .را در نظر بگیرید {(3  ) (1  ) (1  )} ) زیرا  ∅  

{5}نظیر نشده است( در حالی که  5به    ازهیچ عنصری   ، لذا این حکم دروغ است. ∅ 

)    را به صورت  تابع  .در نظر می گیریم (الف)را مشابه قسمت   و  ب

{ }  م تعریف می کنیم . فرض کنی {(3  ) (1  ) (1  )}  داریم :  .  
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 رابطه و تابع

 ( )   ({ })  { ( )}  {1}     1( ( ))    1({1})  {   } 

(( ) )1  در نتیجه   .کند(می  نقضحکم را این  ی که یک به یک نباشد،هر تابع)   

 {(1  ) (3  ) (1  )}  را به صورت  fرا همانند قسمت قبل بگیرید . تابع   و  ج( 

{5 3}  ر نظر می گیریم . فرض کنیم د  داریم: .   

  1( )    1({3 5})  { }   (  1( ))   ({ })  {3} 

(( )1  ) که  شوده می ظملاح    . 

 را در نظر می گیریم. داریم: (ج)تابع قسمت  د(

 ( )  { ( )     }  { ( )  ( )  ( )}  {1 3 1}    

( ) کنید که اگر  ثابت .6  )ج( راست است. 5 ی ، مسئله   

( ) فرض کنیم  :جواب (( )1  ) ب( ثابت شد -4) ی در مسئله .          ،

 . (( )1  )   بنابراین کافی است نشان دهیم 

   
   
⇒     

 ( )  
⇒               ( )     

                1( )
  1( )   1( )
⇒               1( ) 

  ( )   (  1( ))
 ( )  
⇒       (  1( )) 

( ) به قسمی است که       گیریم تابع  .7 زیر مجمو عه   و   ،    

( )   اگر که ثابت کنید .هستند  هایی از  مثالی  .     آنگاه ،( )    

( )  که نشان دهد در حالتبیاورید   حکم نادرست است.  ،  

. فرض کنیم     و    کافی است نشان دهیم  ،   برای آنکه ثابت کنیم  :جواب 

( )  دلخواه باشد. چون     ( ) وجود دارد به طوری که     عنصر         .



 

 

 
 

86 

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

( )1  . از آنجایی که  ( )1    در نتیجه     نتیجه می گیریم،  ( )1   

( )1  از طرفی  . ( )1   ه ( )1    و این یعنی   ( )1     ، در نتیج

   ( )  مشابه است.    . اثبات     ثابت کردیم  .  

( ) شرط  الف( را در نظر می گیریم . فرض -5تابع تمرین ) ،لازم است. به عنوان مثال   

 داریم : .{4 3}  و  {3}   کنیم

  1( )    1({3})  { }           1( )    1({3 4})  { } 

( )1  مشاهده می شود که    .    در حالی که   ( )1   

به ترتیب             و           و دو مجموعه  و  گیریم  .8

(   )  توابعی هستند که با  (   )  و     (   )برای تمام        

ثابت  تصویر گفته می شوند(.- تصویر و - به ترتیب    و    ) داده شده اند.  

( )  ، آنگاه        یعنی باشد ،  به   یک رابطه از   کنید که اگر   

( )  و            . 

 :جواب

    ( )   (   )             (   )            

 ،برعکس

                     (   )      (   )    

     ( ) 

 ( )       در نتیجه  

( )  اثبات   مشابه است.      

 مفروض اند. ثابت کنید:    و       تابع  .10
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 رابطه و تابع

   (   )       ( ) 

 جواب:

    1(   )   ( )  (   )   ( )        1( )   

  (    1( )) 

هستند. مثالی   زیر مجمو عه هایی از   و  یک تابع و        گیریم .11

 بیاورید که نشان دهد عبارت زیر نادرست است. 

 (   )    ( )    ( ) 

را به صورت زیر       . تابع  {3 1 1}  و  {       }  جواب: فرض کنیم 

 تعریف می کنیم :

  {(  1) (  1)} 

 . در نتیجه : { }  و  { }  قرار می دهیم 

 (   )    ({ }  { })    ({ })  {1} 

 ( )    ( )   ({ })   ({ })  {1}  {1}   ∅ 

 پس:

 (   )   ( )    ( ) 

یک تابع است. ثابت کنید خانواده ی مجموعه های        گیریم  .13

  {   ( )|   ( )  است.  یک افراز ، {     ∅ 

دوبه دو مجزا  ء، ناتهی هستند . نشان می دهیم این اعضا  ، اعضای   جواب: طبق تعریف 

1 باشند که   دو عضو دلخواه در  (1 )1   و ( 1 )1  هستند. فرض کنیم    1 

(1 )1  می باشند. باید نشان دهیم     عناصری از    1( 1) . به برهان خلف فرض  ∅ 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

(1 )1  کنیم     1( 1) (1 )1     یعنی  ،∅  . بنایراین  (1 )1   

( ) . این نتیجه می دهد که (1 )1    و   (1 )1       ( ) و  1   و  1  

ن (1 )1  تناقض دارد . لذا فرض خلف باطل است و داریم    این با تابع بود  

  1( 1)  ∅ .         

⋃حال نشان می دهیم     1( )      

  1( ) ∅

⋃به وضوح  .   1( )      

  1( ) ∅

  .

( ) دلخواه باشد . در نتیجه     فرض کنیم     از این نتیجه می گیریم که  .   

          ( ) ⋃   و لذا  ( )1    . در نتیجه       1( )   

  1( ) ∅

. بنابراین   

  ⋃   1( )   

  1( ) ∅

 است .   افراز   . در نتیجه  

 مفروض است. ثابت کنید رابطه ی       تابع  .14

 ( )  {(   )          ( )   ( )} 

 است .  یک رابطه ی هم ارزی در 

 زیرا: انعکاسی است ( )  جواب : 

          ( )    ( )  (   )   ( ) 

 زیرا: متقارن است ( ) 

   (   )   ( )   ( )    ( )   ( )    ( )   

(   )   ( ) 

 زیرا: متعدی است  ( ) 

   (   )   ( )    (   )   ( )   ( )    ( )     ( )    ( ) 

  ( )    ( )  (   )   ( ) 
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 رابطه و تابع

ان عنو 14و 13 های همانهایی باشند که در مسئله ( ) و    ،    مفرض کنی .15

( )  شده است . ثابت کنید   . ⁄( )    و  ⁄  

 .⁄( )    جواب: نشان می دهیم 

(   )                               1( )⁄  

                    ( )    ( )     

 (   )   ( ) 

   داریم : 5حال طبق قضیه ی 

  ( )  
 

 
 

 ( )
 

 

 
)  

 
 

 

 

 ( )
 

 

 

 .21صفحه ی  –6 .3تمرین 

آمده  4 بخش ،8که در مثال  {   }      ی ثابت کنید که تابع مشخصه .5

 {   }     . چه وقت  ∅  و     است، پوششی است اگر  وتنها اگر 

 ؟دو سویی می شود

 به صورت زیر تعریف می شود:    تابع     جواب: برای هر 

  ( )   {
1                  
0            

 

، پس  ∅  باشد. چون  ∅  ( و   ی زیر مجموعه ی سره  )     فرض کنیم 

( )  داریم    وجود دارد. طبق تعریف     عنصری مانند  . از طرفی چون  ( )1 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

وجود دارد . طبق تعریف       در نتیجه عنصری مانند .  ∅    لذا  ،   

( )  داریم       پوشا است.   ( نتیجه می گیریم   ( و ) . از ) (  ) 0 

 بنابراین : ،پوشا باشد   فرض کنیم  ،بر عکس

                 ( )  1         ∅  

                 ( )  0            

 .∅   و    لذا 

( )         داریم     طبق تعریف   ،یک به یک باشد   . لذا اگر قرار باشد   1 

       بیش از یک عنصر داشته باشد . زیرا به برهان خلف اگر دو عنصر    مجموعه ی نباید

( )  نگاه آ،      موجود باشند که     (  ) و این تناقض با یک به یکی  1 

 دارد.

دو سویی است اگر    نیز بیش از یک عنصر نخواهد داشت . لذا تابع        ، با برهان مشابه

 است.  دو عنصر داشته باشد که فقط یک عنصر آن متعلق به   فقط اگر  و

.  { }  اگر  تنهاپوششی است اگر و        ثابت کنید که تابع ثابت  .6

 ؟یک به یک می شود       چه وقت 

  . فرض کنیم { }  پوششی باشد. نشان می دهیم        جواب: ابتدا فرض کنیم 

 پوششی است داریم :    باشد. چون   عنصر دیگری از 

                 ( )     
  ( )   
⇔          

 . { }  ندارد . در نتیجه   عنصر دیگری غیر از   لذا 

( )         داریم    طبق تعریف تابع  . { }  بر عکس، فرض کنیم      .

 پوششی است.     بنابراین
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 رابطه و تابع

فرض  .ی باشدتک عضو ی یک مجموعه  یک به یک است اگر و فقط اگر    نشان می دهیم 

1  1 یک به یک باشد و نیز فرض کنیم    کنیم   باشند. داریم:   دو عنصر دلخواه در   

  ( 1)    ( 1)      

1 یک به یک است باید    چون   بیش از یک عضو ندارد.  و این یعنی  1  

یک به یک است. )    باشد، آنگاه به انتفای مقدم تک عضوی ی یک مجموعه   برعکس، اگر 

 وجود ندارد(.  زیرا دو عنصر متفاوت در 

  متناهی با  ی یک مجموعه  عنصر و   متناهی با  ی یک مجموعه  گیریم  .10

 عنصر است. ثابت کنید:

 وجود ندارد.       ، آنگاه  هیچ تابع یک به یک    الف( اگر 

(  )، آنگاه دقیقاً      ب( اگر

(   ) 
 تابع یک به یک وجود  دارد. 

 نگاه کنید.( 3. 4 ، تمرین 11 )به مسئله ی

و نیز فرض  {     1  1 }  و  {     1  1 }  جواب: الف( فرض کنیم 

 .    کنیم 

باید در این ظروف قرار   که عناصر  ریممی گیظرف خالی در نظر   را به عنوان   عناصر 

1)بگیرند. عنصر  1)در ظرف    (     قرار می گیرد هر گاه    (    

 (  )    ی . طبق اصل لانه کبوتری، حداقل یک ظرف، شامل دو عنصر از مجموعه    

 ی تواند یک به یک باشد.نم  برابر است. لذا با هم است و این یعنی تصویر این دو عنصر 

حالت برای   ظرف قرار می گیرد. یعنی   در یکی از 1  باشد، آنگاه عنصر     ب( اگر 

(1 ) وجود دارد.  1 انتخاب تصویر  (1 ) یا  1   (1 ) یا...یا  1       . 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

  تحت  1 را نمی توان به تصویر  1  رادارد، زی دحالت انتخاب وجو 1   1  برای عنصر

 (.نخواهد بود یک به یک   در این صورت چوننظیر کرد. ) 

  ، تعداد    انتخاب داریم. به همین نحو برای عنصر حالت  1  ،  3  برای عنصر 

(  1)  در آنالیز ترکیبی، حالت انتخاب وجود دارد. طبق اصل ضرب 1     

 ز ضرب تک تک مرحله های بالا حاصل می شود. یعنی :کل حالت های انتخاب ا تعداد

تعداد کل حالتهای انتخاب    (  1)  (  1)    (    1)

  (  1)(  1) (    1)
(   ) 

(   ) 

  
  

(   ) 
 

  عنصر است.  چند تابع دو سویی از   متناهی با  ی یک مجموعه  گیریم  .11

)تذکر: یک تابع دوسویی از یک مجموعه ی متناهی روی وجود دارد؟   روی

 نامیده می شود.( جایگشتخودش، در مواردی 

د. اما وجود دار  به   تابع یک به یک از    لذا ،     جواب: در تمرین قبل قرار دهید 

پوشا   ابع مانند زیرا اگر به برهان خلف فرض کنیم یکی از این تو همه این توابع پوشا هستند

1)نباشد، آنگاه عنصری مانند  وجود دارد به طوری که تصویر هیچ   در    (    

1)      یعنی  ،عنصری نیست      )      (  ) ، از   . بنابراین تابع      

تمرین قبل  (لفا) یک به یک است و این طبق قسمت  {  }   ی به مجموعه   ی مجموعه

بنابراین  فرض  .عنصری است   1  ییک مجموعه  {  }  غیر ممکن است ، زیرا 

 وجود دارد.  به   تابع دو سویی از      پوشا است . در نتیجه  خلف باطل و 

 :را ثابت کنید 11 ی عکس مسئله .13

(( ) )   الف( اگر برای هر   یک به یک است.     ، آنگاه     ،   

( )   ) ب( اگر برای هر   پوششی است.   ، آنگاه        
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 رابطه و تابع

(1 ) فرض کنیم الف( جواب:  1  1 که در آن  (1 )    در نتیجه داریم:.    

 ({ 1})  { ( 1)}  { ( 1)}   ({ 1}) 

(({1 }) )1  برابرند یعنی   لذا تصویر وارون این دو مجموعه نیز با هم  

1   ض، داریم. بنا بر فر (({1 }) )1   ( ({ 1})) و   {1 }  

  1 ( ({ 1})) {1 }در نتیجه . {1 }   1 و این یعنی  {1 }  یک به   . لذا  1  

 یک است. 

( ) بیابیم به طوری که      ید عنصری مانند دلخواه باشد. با    ب( فرض کنیم   

(({ })1  ) . طبق فرض داریم     :. لذا  { } 

       1({ })          ( )    

 و این حکم را ثابت می کند .

  ) . ثابت کنید     یک به یک است و       فرض کنیم  .14

 )   ( )   ( )  . 

( ) ا نشان می دهیم جواب: ابتد   ( )  ) این رابطه همیشه برقرار است( : (   )  

   ( )   ( )     ( )        ( ) 

                 ( )             ( ) 

                 ( )              

    (   )            ( )      

    (   ) 

(   ) یعنی  نامساوی،ثبات عکس برای ا   ( )  لازم است:  ی، یک به یک ( )  

   (   )
  یک به یک است
⇒              (   )             ( ) 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 (                ( )    )  (                 (  )     ) 

    ( )      ( )        ( )   ( ) 

 وجود دارد(  به این معنی است که یک عنصر منحصر به فرد مانند     ه کنید که عبارت )توج

(( ) ) چنان  باشد که برای هر        تابع  مفرض کنی .16    ،     

 است.    متقارن روی  ی یک رابطه  . ثابت کنید 

(   )جواب: فرض کنیم  ( ) یعنی  ،    بنابر فرض داریم . از طرفی  ( )  

 ( ( )) ( ) نتیجه می گیریم  (  )و  ( ). از  (  )   (   )و این یعنی      

 متقارن است.      . لذا  

چنان تابعی است         را ثابت کنید: فرض کنید 14 ی عکس قضیه .17

 دو سویی است.       است . آنگاه   به   تابعی از     که 

 پوشا است زیرا :   : جواب

          1    

1      تابع است  1  ) چون     . ) 

 :یک به یک است زیرا  

   ( 1  )    ( 1  )    (   1)    1 (   1)    1 

1   تابع است

⇒        1   1 

است اگر و تنها اگر برای تمام زیر مجموعه  یک به یک      ثابت کنید  .18

(   ) ،   و   مانند    های   ( )   ( ) . 

 ، حکم برقرار است. 13 ی طبق قضیه ، آنگاهیک به یک باشد  جواب: اگر 
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(   ) داشته باشیم    از   و    بر عکس، فرض کنیم برای هر دو زیر مجموعه ی  

 ( ) (1 ) فرض کنیم  .یک به یک است   ی دهیم . نشان م ( )     ( 1)     .

 . {1 }  و  {1 }  قرار می دهیم 

 طبق فرض داریم:

 ({ 1}  { 1})   ({ 1})   ({ 1})  { ( 1)}  { ( 1)}
 { }   { }  { } 

{1 }بنابراین   { 1} {1 }زیرا اگر  ، ∅   { 1} {1 }) ، آنگاه  ∅   { 1})  

 (∅) {1 }و این تنافض است. از  ∅   { 1} 1 نتیجه می گیریم  ∅  و این   {1 } 

1 یعنی   یک به یک است.   . در نتیجه 1  

 ت کنید:برا ثا 15ی عکس مسئله  . 11

(   ) ،    و  مانند   اگر برای تمام زیر مجموعه های    ( )   ( )  ،

 یک به یک است.   آنگاه 

(1 ) جواب: فرض کنیم  1 نشان می دهیم  . (1 )    را به   و  . مجموعه های  1  

 تعریف می کنیم . طبق فرض داریم : {1 }   و {1 }   صورت 

 ({ 1})   ({ 1})   ({ 1}  { 1})  { ( 1)}  { ( 1)} 

  ({ 1}  { 1})
 ( 1)  ( 1)
⇒        ∅   ({ 1}  { 1})   

{ 1}  { 1}  ∅   1  { 1}   1   1 

 یک به یک است.    بنابراین 

 صحیح است ؟ 14 ی آیا عکس مسئله .10 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

  ) داشته باشیم     هر  صحیح است. یعنی اگر برای 14 ی جواب: عکس مسئله

 )   ( ) یک به یک است. برای اثبا ت این حکم ، عکس نقیض آن   ، آنگاه  ( )  

  از    ی یک به یک نباشد . ثابت می کنیم زیر مجمو عه  را ثابت می کنیم . فرض کنیم 

(   ) وجود دارد به طوری که     ( ) ه یک یک ب  از آنجایی که  . ( )  

( ) و     به طوری که  دارند دوجو      نیست، دو عنصر  . قرار می  ( )  

( ) . بنابراین  { }  دهیم    ( )   ( )   ({ })   ( )  { ( )}  .

( ) در نتیجه    ( ) و از این نتیجه می گیریم       . از طرفی  ( )  

 ( )   ( ) ( ) نتیجه . در  (   )     ( )   (   ) . 

 .25صفحه ی  -7 .3تمرین 

ثابت کنید که  .است fتابع وارون         دو سویی و       گیریم . 5

 .            و          

  جواب: 

  1   {(    )                   (   )     (    )    1} 

 {(    )                     (   )        (    )   } 

 
  تابع است

{(     )           }  {(   )      }     

 

    1  {(    )                    (   )    1     (    )
  } 

 {(    )                     (   )    1     (    )    1} 

 
1   تابع است

{(    )           }  {(   )      }     



 

 

 
 

97 

 

 رابطه و تابع

د ووج      و       اگر توابع . یک تابع است      گیریم  .6

      ثابت کنید  ،       و        د به طوری که نداشته باش

 .        دوسویی است و 

یک به یک و پوشا است و لذا دوسویی  ،ی  ثابت شد که چنین تابع  16 ی جواب: در قضیه

 .  1      کافی است نشان دهیم  برای تکمیل برهان است.

      
تمرین قبل

(  1  )    
کتشر پذیری

  1 (   )
فرض مسأله

  1     
   1 

      
تمرین قبل

   (    1)
شرکت پذیری

(   )   1
فرض مسأله

     1

   1 

 و حکم اثبات می شود .  1      لذا 

 است. ثابت کنید :   یک رابطه روی    مفرض کنی .1

 .        متقارن است اگر  وتنها اگر   الف ( 

 .       متعدی است اگر و تنها اگر  ب( 

  و  {     }  فرض کنیم  زیرا .جواب: الف( این حکم اشتباه است

 {(   ) (   )}    متقارن است ولی   . مشاهده می شود که  {(   ) (   )}

 .        نیست، لذا  (   )شامل که 

 .       متعدی باشد. نشان می دهیم   ب( فرض کنیم 

(   )                 (   )    (   )    

 
  متعدی
⇒   (   )    

 متعدی است :   ، نشان می دهیم که       برعکس، فرض کنیم 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

   (   )    (   )   
طبق تعریف
⇒     (   )      

     
⇒    (   )    

 متعدی است.  بنابراین 

  به   یک رابطه از   هستند و    و  رابطه هایی از    و   فرض کنید .11

 است. ثابت کنید 

   (   )  (   )  (   ) 

  جواب: 

(   )     (   )              (   )  (   )   (   )     

یفتعر اشتراک خودتوانی 

⇒                      ( (   )      (   )   )   ((   )
    (   )   ) 

جابجایی شرکت پذیری

⇒                       ((   )       (   )   )  ((   )
     (   )   ) 

 (   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   )  (   ) 

دو تابع دو سویی هستند. ثابت کنید       و       گیریم  .11

، ترکیب        (   )دوسویی است و تابع وارون         

به         و         است، که در آن تابع های             

 .          (   )خلاصه اینکه  .هستند fو  gترتیب ، وارون توابع 

 .   دوسویی است        ،  7جواب: طبق تمرین 

1 (   )نشان می دهیم   :داریم 5. طبق تمرین  1   1   

  1          1             1            1     

 حال نتیجه می گیریم : 
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(   )  (  1    1)    (    1)   1           1      1     

 از طرفی : 

(  1    1) (   )    1 (  1  )     1           1      

1 (   )  نتیجه می گیریم 6تمرین  از    1   1 . 

  



 

 

 
 

000 

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

 

  

 



 

 

 

 

 فصل چهارم

 مجموعه هاي شماراي نامتناهی و نا شمارا 
 

 

 

 



 

 

  
 

002  

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

 .121 ی صفحه -1 .5تمرین 

 کنید. لرا کام 1 ی برهان قضیه .1

(1 ) فرض کنیم  است. به یک یک  ابتدا ثابت می کنیم  جواب: ت را لسه حا.  (1 )  

 :در نظر می گیریم

1  1 اگر    1)تحال   ،آنگاه:     

 ( 1)   ( 1)  
تعریف 
⇒     ( 1)   ( 1)

  یک به یک
⇒       1    1 یک به یک      

1  1 اگر  1)حات   آنگاه: ،     

 ( 1)   ( 1)  
 تعریف 
⇒     1   1 یک به یک         

1 اگر   3)حالت 1  (یا       1   و          ( 1  نگاه:آ، و      

 ( 1)   ( 1)  
 تعریف 
⇒     ( 1)   1  

(1 ) باید داشته باشیم    زیرا بنا به تعریف  غیر ممکن است،این حالت ولی  در حالی که    

 1  اتفاق نمی افتد.  3پس حالت  .      

   زیرا: پوشا نیست ،  تابع

قضيه ی10 

 ( )   (   (   )  

  10
 ( )    (   )  

 

  ( )    
 ( )   (   )      (   )

  

  
 

( ) بنابراین    .می شودو اثبات کامل   ( )   
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

 نامتناهی هستند.   و   ، ثابت کنید که مجموعه های . 3

  یک زیر مجموعه ی سره ی      د.یح زوج باشاعداد صح ی مجموعه   فرض کنیم جواب:

( ) با ضابطه ی          تابع .(    )است   )اثبات دو  دو سویی است ، 1 

و     نامتناهی است. چون     ،بنابراین طبق تعریف سر راست است(.  بودن  ییسو

 نیز نامتناهی اند.   ،  الف(-1طبق قضیه ی )،     

نیز نامتناهی      نامتناهی باشد ،آنگاه ی یک مجموعه  نید که اگر ثابت ک. 4

 است.

وجود دارد به طوری        تابع یک به یک طبق تعریف ، نامتناهی است،  چون  جواب:

( ) که  (   ) با ضابطه ی  A        تابع    .     ( ( )  ( )) 

   یک به یک است زیرا :

    ( 1  1)   ( 1  1)    ( ( 1)  ( 1))  ( ( 1)  ( 1)) 

    ( 1)   ( 1)    ( 1)     ( 1)
  یک به یک است
⇒          1   1     1

  1 

      ( 1  1)    ( 1  1) 

( ) از   نتیجه می گیریم:      

                   ( )    (   )    ( )    ( ) 

 (   )    (   )     (    )        

 پوشا نیست.  در نتیجه 

یک     آنگاه  ،نامتناهی باشند   و  ثابت کنید که اگر مجموعه های . 5

 نامتناهی است.ی مجموعه 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 ب(،-1طبق قضیه ی ) ،لذا .       است یعنی    ی یک ابر مجموعه      جواب:

یعنی  این حکم برقرار است. ، ضعیف تر هم با فرض )دقت کنید که  نیز نامتناهی است.     

تناهی بودن نام نامتناهی است.    نامتناهی باشند تا نتیجه بگیریم   و هم   لازم نیست هم 

 ست(.نامتناهی ا     ایجاب می کند که  ،یکی از این دو مجموعه

 متناهی است. ،ی متناهی از مجموعه های متناهیثابت کنید اجتماع. 6

 به استقراء روی تعداد مجموعه ها پیش می رویم.جواب:

 ی دو مجموعه  و  فرض کنیم  حکم را برای دو مجموعه ثابت می کنیم . پایه ی استقراء:

که طبق  (     )یا      (، آنگاه ∅  )یا  ∅  اگر . متناهی باشند

در      با   وو      با   ،4طبق قضیه ی  هی باشند.نات  و  فرض کنیم  فرض متناهی است.

  و  {     1  1 }  بنابراین می توان فرض کرد  تناظر یک به یک است.

 با ضابطه ی             تابع .  {      1  1 }

     ( )={
                        
                  

  (1        ،  1 یک به یک  (      

 پوشاست. و

( ) فرض کنیم   برای اثبات یک به یکی   دو حالت را در نظر می گیریم..  (  )  

 در این صورت:.     , ( حالت اول

  1               ( )   (  )   یک به یک               

 . در این صورت:       ( حالت دوم

  1                ( )   (  )                 

 یک به یک است.  در نتیجه 
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

 :دو حالت اتفاق می افتد .         فرض کنیم  برای اثبات پوشایی 

1   (1حالت (  ) داریم   ن صورت طبق تعریف در ای .      لذا در این  .  

 پوشاست.  حالت 

1که در آن       در این صورت  .            (1حالت      . 

(  )  داریم  بنابراین طبق تعریف   پوشاست.  و در این حالت نیز       

متناهی        ،4 ی طبق قضیه است.      درتناظر یک به یک با      نشان دادیم 

 است.

 متناهی برقرار باشد. ی مجموعه 1  فرض کنیم حکم برای هر  فرض استقراء:

طبق  مجموعه هایی متناهی باشند.        1  1 مجموعه: فرض کنیم   اثبات حکم برای 

⋃ فرض استقراء   
  1
⋃)نیز متناهی است بنا بر پایه استقراء،    متناهی است. چون  1     

  1
  1  

 ) ⋃متناهی است و این یعنی        
 
  1  متناهی است.  

ثابت کنید  نامتناهی است.   و   دو مجموعه ی اجتماع ،    ض کنید رف. 7

 نامتناهی است.  و    ی که حداقل یکی از دو مجموعه

  قبل، ی لهئبنابراین طبق مس متناهی باشند.  و هم   ن خلف فرض کنیم هم به برها جواب:

  بنابراین فرض خلف باطل و حداقل یکی از مجموعه های  متناهی است و این تناقض است.  

 نامتناهی است.  و

یک زیر مجموعه ی متناهی از   را ثابت کنید: اگر  3تعمیم زیر از قضیه ی . 8

 نامتناهی است.    باشد، آنگاه   ناهی مجموعه ی نامت

(   ) ،6ی  متناهی باشد. بنابراین طبق مسئله    به برهان خلف فرض کنیم  جواب:  

(   )) متناهی است  این یعنی  متناهی است.   لذا  که تناقض با فرض دارد. (    

 نامتناهی است.    
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

    ی می باشد که هر ابر مجموعه ی سرهبه قس  ثابت کنید که اگر مجموعه ی . 1

 نامتناهی است.  آنگاه  نامتناهی باشد،

. استباشد که هر ابر مجموعه ی سره ی آن نامتناهی  به قسمی   مجموعه ی فرض کنیم جواب:

ابر  { }   ) زیرا . یک مجموعه ی نامتناهی است ،طبق فرض { }   آنگاه  ،    اگر 

({ }  ) ، 3قضیه ی  بنابر است(.   ی مجموعه   نیز نامتناهی است و این یعنی  { } 

 نامتناهی است.

به قسمی باشد که هر زیر مجموعه ی   ثابت کنید که اگر یک مجموعه ی . 10

 متناهی است.  متناهی باشد، آنگاه    ی  سره

. استآن متناهی  ی به قسمی باشد که هر زیر مجموعه ی سره  جواب: فرض کنیم مجموعه ی 

است که طبق فرض، متناهی   ، یک زیر مجموعه ی سره ی { }  آنگاه ،    اگر 

({ }  ) ،6تمرین بنابراما  است.  متناهی است.  متناهی است. در نتیجه{ } 

 نامتناهی باشد،     به قسمی باشد که  ثابت کنید که اگر مجموعه ی . 11

 نامتناهی است.  آنگاه 

    متناهی باشد. نشان می دهیم   فرض کنیم عکس نقیض حکم را ثابت می کنیم. جواب:

فرض کنیم  متناهی است.     و لذا ∅    آنگاه  ،∅  متناهی است. اگر

به صورت   در تناظر یک به یک است. فرض کنیم     با یک   ،4طبق قضیه ی  .∅  

      زیرا تابع  متناهی است، {1 }  باشد. مجموعه ی  {     1  1 }  

( ) با ضابطه ی {1 }   )اثبات دو سویی بودن . یک تناظر یک به یک است ،(1   ) 

1برای هر  ،{  }  ثابت می شود  ،سر راست است(. با استدلالی مشابه نیز        

⋃، 6له ی ئطبق مس متناهی است. (  {  })
 
    متناهی است. از طرفی  1  

⋃ (  {  })
 
 متناهی است.    . در نتیجه  1  
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

نامتناهی      به قسمی باشند که   و   ثابت کنید که اگر مجموعه های . 13

 . نامتناهی است یا    آنگاه یا باشد،

دو مجموعه ی متناهی   و    کنیم  فرض عکس نقیض این حکم را ثابت می کنیم. جواب:

 ∅   . اگراستو حکم ثابت  ∅     آنگاه ، ∅   یا ∅  اگر  باشند.

می توان  در تناظر یک به یک است. در نتیجه    با  و    با   ،4، طبق قضیه ی  ∅  و

، {  }       تابع  .{     1  1 }  و {     1  1 }   فرض کرد

( ) با ضابطه ی  ، {  }   ، 1طبق نتیجه ی قضیه ی  بنابراین دو سویی است. ،(    ) 

1برای هر  ⋃=   متناهی است. از طرفی ،           {  }
  
 ،    چون. 1  

، متناهی است و حکم ثابت می 6طبق مسئله ی  ،اجتماع  متناهی از مجموعه های متناهی می باشد

 شود.

به قسمی باشند            و مجموعه های      ثابت کنید که اگر . 14

نامتناهی  j ،      نامتناهی باشد، آنگاه  برای یک             که 

 است.

عه در تمرین قبل ثابت کردیم. فرض ء ثابت می کنیم . برای دو مجمواحکم را به استقر جواب:

 1  ،  1      1  1 یعنی اگر  مجموعه برقرار باشد. 1  کنیم حکم برای 
1 به طوری که مجموعه باشند    1 آنگاه برای یک  نامتناهی باشد،  1       

می کنیم. فرض کنیم  مجموعه ثابت  نامتناهی است. حکم را برای     ،1      

 1   1 1   تابع  نامتناهی باشد.         1        

 ( 1   1       1 ) (   1      1  1 ) ی  باضابطه      

 ی موعه) دقت کنید که مج .یک تناظر یک به یک است ،(   (1      1  1 ))

( 1   1        1 )  1  زوج مرتب هایی هستند که مؤلفه ی اول آنها     

0 ، چون 1بنابراین طبق قضیه ی  ساده است.  اثبات دو سویی بودن  تایی می باشد.(   2  

1 )نامتناهی است، مجموعه ی          1        1 ) متناهی نیز نا    
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

1 نامتناهی  است یا    پایه ی استقراء برای دو مجموعه، یا  بنابراست.    1     

1 نامتناهی باشد حکم ثابت می شود. اگر    . اگر 1      1 نامتناهی  1       

 1       1ها    مجموعه ، یکی از  1  آنگاه طبق فرض استقراء برای ، باشد

 نامتناهی است که این حکم را ثابت می کند.

 متناهی است. متناهی، ی توانی یک مجموعه ی ثابت کنید که مجموعه. 17

، 1، فصل 3 ی عنصر باشد. طبق قضیه  متناهی و دارای  ی یک مجموعه  جواب: فرض کنیم 

اشد نیز این گزاره ب ∅  عضو است. )اگر  1، دارای ( ) یعنی   توانی  ی مجموعه

 متناهی است. ( ) و این یعنی   1   ( ) لذا  درست است(.

 .124صفحه ی  -2 .5تمرین 

 .   آنگاه  ،(   ) (   )ثابت کنید که اگر. 4

 را به صورت       تابع  . (   ) (   )  جواب: فرض کنیم 

 ( )   {
 ( )         
                 

 

 این تابع دوسویی است.. تعریف می کنیم

(1 ) برای اثبات یک به یکی ، فرض کنیم  . سه حالت را در نظر می گیریم و نشان (1 )  

1 می دهیم در هر حالت    1. 

1  (1حالت   . در این حالت داریم:1 و      

 ( 1)   ( 1)   
طبق تعریف 
⇒           ( 1)   ( 1)   

  یک به یک است
⇒          1   1 

 . در این حالت داریم:1  1          (1حالت
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

 ( 1)   ( 1)
طبق تعریف 
⇒       1    1 

1 ( 3حالت        1 1 )یا بر عکس،            1 و             

 ن حالت داریم:در ای (. 

 ( 1)   ( 1)   
طبق تعریف 
⇒           ( 1)   1 

(1 ) و این غیر ممکن است زیرا 1 اما          اتفاق نمی  3. لذا حالت        

 افتد.

 دلخواه باشد. دو حالت داریم:     برای اثبات پوشایی، فرض کنیم 

 :است داریمپوشا   ت چون . در این حال      ( 1حالت

                ( )   
طبق تعریف 
⇒                   ( )    

 در این حالت پوشاست. gلذا 

( ) در این حالت  .         (1حالت  در این حالت هم پوشاست.  و لذا    

 ی مجموعه یک زیر  شمارای نامتناهی و ی یک مجموعه  ثابت کنید که اگر . 6

  1. 5 تمرین، 8شمارای نامتناهی است. )با مسئله ی     باشد،آنگاه   متناهی 

 مقایسه کنید.(

  یک زیر مجموعه ی متناهی از   یک مجموعه ی شمارای نامتناهی و    جواب: فرض کنیم 

ه ی یک زیر مجموع    چون  نامتناهی است.    ،  1 .5، تمرین 8باشد. طبق مسئله ی 

 شمارای نامتناهی است. ،8است، طبق قضیه ی   نامتناهی از مجموعه ی شمارای نامتناهی 

یک مجموعه ی   یک مجموعه ی شمارای نامتناهی و  ثابت کنید که اگر . 7

 شمارای نامتناهی است.     متناهی باشد، آنگاه 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

اگر متناهی باشد.  ی عهیک مجمو  شمارای نامتناهی و  ی یک مجموعه  فرض کنیم  جواب:

بدون آنکه از کلیت برهان . ∅  ، آنگاه به وضوح حکم برقرار است. فرض کنیم  ∅  

آنگاه قرار می دهیم  ،∅     . )زیرا اگر∅     کاسته شود، فرض کنیم 

 متناهی است  چون  ).∅       و           . در نتیجه       

شمارای نامتناهی      طبق تمرین قبل، .    از طرفی  .               ( )

.        ایجاب می کند که خاصیت تعدی همتوانی.         (  ) است لذا

(    )  و ∅     چون    )( نتیجه می گیریم   ( و ) از ) ∅    

  )  شمارای نامتناهی است.     جه در نتی .       و این یعنی            

و مجموعه ی تمام اعداد    ثابت کنید که مجموعه ی تمام اعداد طبیعی زوج . 8

 شمارای نامتناهی اند.   طبیعی فرد 

}جواب: توابع 
       

  1 
}و  

      

     و        دو سویی هستند. لذا  1  1    

 شمارای نامتناهی اند.   و   یعنی و این 

تمام توابع از مجموعه ی  ی ، مجموعه  غیر تهی و  ی یک مجموعه  گیریم . 1

 .    ( ) است. ثابت کنید  {   }به مجموعه ی   

( )    تابع جواب: ( ) را به صورت   1     ازای  زیر مجموعه  ،که در آن    

 دو سویی است. این تابع، تعریف می کنیم. است،

ز  یعنی  . 1   اثبات پوشایی: فرض کنیم  است. قرار می دهیم  {1 0}به   تابعی ا

  {      ( )  به صورت زیر است:  بنابراین ضابطه ی   .{1 

 ( )={
1           
0        

 

( )  داریم است.   می شود که این همان ضابطه ی   پوشاست.  لذا  ،     
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

(1 ) :                        یک به یک بودن    ( 1)  
طبق تعریف 
⇒        1    1 

1 باید نشان دهیم که  ( )1  در نتیجه  .1   فرض کنیم  .1   1  چون .1   

( )1  نتیجه می گیریم ، 1   نشان  .1    ، ایجاب می کند 1  طبق تعریف که  1 

1 دادیم  1 با استدلالی مشابه نتیجه می گیریم .  1   1 ، لذا 1     1. 

نامتناهی  ی یک زیر مجموعه  شمارای نامتناهی و  ی یک مجموعه  گیریم . 10

 با       ، و گیریم      شد. فرض کنیم که با  

 ( )  {         ( )} تعداد عنصرهای    ( )     

  یک تناظر یک به یک است و بنابراین   ثابت کنید که  تعریف شده است.

 شمارای نامتناهی است. 

  برای پوشایی  ثبات دیگریاپاسخ داده شده است. ما در اینجا خر کتاب آجواب: این تمرین در 

طبق قضیه ی  نیز دو سویی است. ( )       ، دو سویی است،gکنیم. چون تابع  بیان می

شمارای نامتناهی  ( )  ،8است. بنا بر قضیه ی   یک زیر مجموعه ی نامتناهی از  ( )  ،1

( )  ماست . فرض کنی  خواه بگیرید.را دل    باشد. عدد طبیعی  {  3  1  1 } 

( ) معرفی کنیم به طوری که       باید عنصری مانند   برای اثبات پوشایی  . چون   

 :    نتیجه می گیریم ( )    

                                                                      ( )     

{( )   1 1} ی حال مجموعه برابر با در نظر می گیریم. این مجموعه دقیقاً را  ( )    

( ) لذا  ،تا می باشد   عناصر آنکه تعداد می باشد  {     1  1 } مجموعه ی    .

 پوشاست.  در نتیجه 

ثابت  .    و      به قسمی هستند که   و   ،  ،  گیریم اعدادحقیقی . 11

 کنید:
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 [   )      ]الف(

     )       ]ب( 

 (         )ج( 

}    الف( قرار می دهیم
1

 
|    }  {1 

1

1
 

1

3
، شمارای نامتناهی  مجموعه ی . {  

( )  ی با ضابطه      است، زیرا   
1

 
 ،7 ی لهئدو سویی است. طبق مس، یک تابع  

  1 0)طرفی  . از    {0}   شمارای نامتناهی است، یعنی  {0}  

  1 0)  و ∅  {0}         1 0)   . همچنین داریم   1 0)  

({0}  )، 5. در نتیجه طبق مسئله ی ∅         ((0 1   )   

 . 1 0)  1 0 . بنابراین (   1 0)) 

( ) با ضابطه ی      )  1 0)   ب( دوسویی است، یک تابع     (   )    

و طبق قسمت الف،   1 0       ، 11از طرفی طبق تمرین  .    )  1 0)لذا 

قانون تعدی  .    )  1 0)  1 0        . از موارد فوق نتیجه می شود 1 0)  1 0 

 و اثبات کامل می شود.     )       نتیجه می دهد

( )  ی با ضابطه (          )  ج(  دو سویی است، یک تابع           

 (         ) ذال

 ، ثابت کنید:11 ی لهئمس هایبا فرض . 13

 (   )      الف(

 (   )         ب(

     )        ج( 
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

}   . مجموعه ی(1 0)  1 0)ابتدا نشان می دهیم  الف( جواب:
1

 
بنا بر  ، {     

نیز شمارای نامتناهی  {1}  ، 6استدلال تمرین قبل، شمارای نامتناهی است. لذا طبق تمرین 

  ) . همچنین(   1 0)) (   1 0)). از طرفی     {1}  است. یعنی 

{1})  ((0 1   ) (   1 0))  و   ∅   داریم: 5. لذا طبق تمرین ∅ 

((0 1   )     ((0 1   )   (  {1}) 

( ) .(1 0)  1 0)(  و این یعنی   گیریم نتیجه می الف( -11)تمرین  ( و  از 

  و حکم ثابت می شود.  1 0   (1 0)

    داریم ب(

تمرین 11 

      

تمرین 13 

 0 1  

تمرین 11 

(0 1)  

11
(   ) 

 .(   )       لذا  

 .127 ی صفحه -3 .5تمرین 

شمارای نامتناهی    تمام اعدادصحیح ی را ثابت کنید: مجموعه 4حکم مثال . 1

 است.

مجموعه ی اعداد صحیح منفی  ،  تمام اعداد صحیح مثبت و  ی مجموعه ،  جواب:گیریم 

{0}      می دانیم باشد. ( )  ی  با ضابطه         چون  .        

اعداد طبیعی است ،  ی که همان مجموعه   از طرفی  .      ، یک تابع دو سویی است

       ،1 ی طبق قضیه شمارای نامتناهی است. نیز   لذا  شمارای نامتناهی می باشد.

متناهی است نتیجه می گیریم  {0}ون چ ،5 1، بخش  7بنا به تمرین  شمارای نامتناهی است.

   {0}  شمارای نامتناهی است.  شمارای نامتناهی و این یعنی      
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

 را ثابت کنید. 1 ی قضیه ی نتیجه. 1

حکم  مفرض کنی حکم برای دو مجموعه برقرار است. ،1 ی طبق قضیه . به استقراء تباثجواب: ا

شمارای  ی مجموعه 1   ، 1      1 مجموعه برقرار باشد، یعنی اگر  1  برای هر 

⋃  نامتناهی باشند، آنگاه   
  1
 مجموعه  نشان می دهیم حکم برای  شمارای نامتناهی است. 1  

 مجموعه شمارای نامتناهی باشند.   ،    1      1 نیز برقرار است. فرض کنیم  واهی دلخ

⋃ طبق فرض استقراء،   
  1
⋃استقراء  پایه ی حال بنا بر شمارای نامتناهی است. 1     

  1
  1  

⋃شمارای نامتناهی است و این یعنی        
 
 ارای نامتناهی است.شم 1  

 شماراست. متناهی از مجموعه های شما را ، یثابت کنید که اجتماع تعداد. 3

را سه حالت  شمارا باشند. ی متناهی مجموعه ی تعداد    1      1  مجواب: فرض کنی

 در نظر می گیریم:

 ،0  5، بخش  6تمرین  در این حالت، طبق همه ی مجموعه های فوق متناهی باشند.( 1حالت 

⋃   
 
⋃ تعریف مجموعه ی شمارا، بنابرلذا  متناهی است، 1     

 
 شماراست. 1  

طبق نتیجه ی قضیه  در این حالت، جموعه های فوق ، شمارای نامتناهی باشند.م ی همه  1)حالت

⋃ ،1ی    
 
⋃ شمارا، ی موعهتعریف مج بنابرشمارای نامتناهی است، لذا  1     

 
  1 

 شماراست.

بدون آنکه  مجموعه ها، شمارای نامتناهی و تعدادی از آنها متناهی باشند.این تعدادی از  3)حالت

شمارای نامتناهی و  ،     1  مفرض کنیاز کلیت مسأله کاسته شود، 

⋃ ، 1. 5 بخش ،6 طبق تمرین متناهی باشند.،      1    1      
 
    1 متناهی و   

⋃، 1طبق قضیه ی    
 
  1 ⋃ ،. 1. 5 ، بخش7بنابر تمرین  شمارای نامتناهی است.     

 
  1  

⋃   
 
⋃شمارای نامتناهی است و این یعنی   1       

 
  شمارای نامتناهی است. 1  
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

نیز      مجموعه های شمارای نامتناهی باشند،  و   گر ثابت کنید که ا .4

شمارای نامتناهی     و      ،   شمارای نامتناهی است، بخصوص 

 هستند.

 و        مجموعه های شمارای نامتناهی اند، توابع دوسویی  و   جواب: چون 

(   ) را به صورت                وجود دارند.         

  تابع دوسویی است.یک    تعریف می کنیم.  ،(( )  ( ) )

(   )، فرض کنیم  برای اثبات پوشایی   پوشا هستند  و   دلخواه باشد. چون         

 :نتیجه می گیریم 

Ǝ        Ǝ              ( )       ( )    

(   ) در نتیجه :                                            ( ( )  ( ))  (   ) 

(   ) فرض کنیم ، یک به یکی  اثباتبرای   ، نتیجه می گیریم: تعریف  از . (     )  

( ( )  ( ))  ( (  )  (  ))   ( )   (  )     ( )    (  ) 

 و  یک به یک اند
⇒                        (   )  (     ) 

      بنابراین  .         ،00 ی . از طرفی طبق قضیه         بنابراین 

 و اثبات کامل  است.

 5پیدا کنید و برهان دیگری برای مثال            یک تابع یک به یک. 5

     بیاورید.

) را با ضابطه ی            جواب:
 

 
) در حالت کلی   تعریف می کنیم. (   ) 

1سر تابع نیست زیرا اگر دو ک

3
4و   

6
) را در نظر بگیریم، ملاحظه می شود که  

1

3
)  (1 3) 
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) و
4

6
) ) در نتیجه.  (6 4) 

4

6
)   (

1

3
 در حالی که   (

4

6
 

1

3
و این نتیجه می دهد که   

 تابع باشد هر عدد گویا را به شکل منحصر به فرد   برای اینکه  تابع نیست.  

 
، که در آن 

(   )و      و        نمایش می دهیم. )یعنی بزرگترین مقسوم علیه ی مشترک  1 

) بنابراین با این فرض،  است(. 1برابر   و 
1

3
)   (

4

6
) یک به   دهیم  نشان می .(3 1) 

1 یک است. فرض کنیم 

 1
  

 1

 1
(1  1 )که در آن      (1  1 )و  1   1  

) و
 1

 1
)   (

 1

 1
 بنابراین . (

( 1  1)  ( 1  1)   1   1     1   1  
 1

 1
 

 1

 1
 

( )   لذا  یک به یک است.  در نتیجه  {1}  . از طرفی            ( ) 

(1  ))زیرا فرض کنیم  ( )   ه باشد داریمدلخوا {1}       (
 

1
) در  .((1  ) 

زیر مجموعه ای نامتناهی از  ( ) چون  نامتناهی است. ( )  الف(،-1) ی نتیجه طبق قضیه

  بنابراین  ، شمارای نامتناهی است.8است، طبق قضیه ی       شمارای نامتناهی  ی مجموعه

 ست.می باشد نیز شمارای نامتناهی ا ( ) که همتوان با 

ثابت کنید که مجموعه ی تمام دایره های واقع در صفحه ی دکارتی که . 6

هایشان اعداد گویا و مختصات مرکزهایشان اعداد گویا هستند، شمارای شعاع

 نامتناهی است.

تمام دایره های واقع در صفحه ی دکارتی باشد که  ی ، مجموعه  مفرض کنی جواب:

(   )      داد گویا هستند.شعاعهایشان و مختصات مرکزهایشان اع را با    

( ) ضابطه ی  ،  و   ی مرکز دایره (   )تعریف می کنیم، که در آن (  (   )) 

(   ) که )توجه کنید .شعاع آن است مجموعه ی زوج مرتب هایی است که مختص    

زیرا  ،ستا تابع یک به یک یک  ( .اول آنها زوج مرتب و مختص دوم آنها عددی گویاست

   و شعاع  (     )دایره ای به مرکز   و   و شعاع  (   )، دایره ای به مرکز  فرض کنیم 

( ) به طوری که  باشد  . در نتیجه (  )  
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

((   )  )  ((     )   )  (   )  (     )        

)یعنی دو دایره بر  .    و لذا دارای مرکز و شعاع یکسان اند    و  و این یعنی دو دایره ی  

( ) از طرفی  (.هم منطبق اند )زیرا اگر شعاع صفر باشد دایره ای  (  )   (   ) 

در همین بخش،  4نامتناهی است.از طرفی  طبق تمرین  ( ) تشکیل نخواهد شد(. بنابراین 

(   ) در  امتناهی است.شمارای ن ( )  ،8قضیه ی  بنابرشمارای نامتناهی است. لذا    

 یعنی دایره های با مرکز و شعاع گویا، شمارای نامتناهی است.   ی نتیجه مجموعه

 (.( )     )زیرا

 یک سورژکسیون       یک مجموعه ی شمارا و   . ثابت کنید که اگر 8

 شماراست.  باشد، آنگاه 

( )1  داریم        هر  می باشد، به ازای سورژکسیون )پوشا(  fجواب: چون   ∅ . 
می نامیم.    انتخاب نموده و آن را  ( )1  ، عنصر دلخواهی از مجموعه ی    هر  برای

(  ) با ضابطه ی         . حال {       }   قرار می دهیم  یک     

شمارا می باشد، نتیجه می   است و   زیرمجموعه ای از    تابع دوسویی است. از آنجاییکه 

 شماراست.  نیز شماراست.   بنابراین     گیریم 

یک زیر مجموعه ی شمارای   ثابت کنید که هر مجموعه ی شمارای نامتناهی . 1

 شمارای نامتناهی است.     دارد به طوری که   نامتناهی مانند 

       هی باشد. بنابراین تابع دوسویی شمارای نامتنا  جواب: فرض کنیم مجموعه ی 

  مجموعه ی شمارای نامتناهی از زیریک  {     ( 1) }  وجود دارد. مجموعه ی 

( ) با ضابطه ی        زیرا  است، از طرفی  ، یک تابع دوسویی است.( 1)  

 توجه کنید که

  { (1 )      }   { (1  1)     } . 
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 راهنمای نظریه مجموعه ها

با ضابطه ی          . چون {      (1  1) }    در نتیجه 

 ( ) شمارای نامتناهی است و حکم     دو سویی است، لذا ، یک تابع (0  1)  

 (.)اثبات دوسویی بودن توابع فوق آسان است ثابت است.

   ثابت کنید که مجموعه ی تمام چند جمله ایهای . 10
     

      

 شمارای نامتناهی است. ،با ضرایب  صحیح    

به   مجموعه ی تمام چند جمله ایهای از درجه ی     ،    جواب: فرض کنیم برای هر 

 0 صورت 
   1 

  1 0 با ضرایب صحیح و             باشد.   0 

        ⏞        

1   بار

یک چند  ( ) ، که در آن (     1  0 )=(( ) ) با ضابطه ی    

یک تابع  ضرایب این چند جمله ای می باشند،  ،      1  0 و  از درجه ی  جمله ای

        ⏞            ( لذا.) اثبات دو سویی بودن سر راست است. دوسویی است

1   بار

. بنابراین 

⋃،10ی است. بنابر نتیجه ی قضیه شمارای نامتناه      شمارای نامتناهی است.      

   بنابر تعریف، هر ریشه ی حقیقی معادله ی  عدد جبری،. 11
     

    

با ضرایب صحیح است. ثابت کنید که مجموعه ی تمام اعداد         

 شمارای نامتناهی است. جبری،

 1  ،1 ی تمامی چند جمله ایهای از درجه ریشه هایمجموعه ی  1 نیم جواب: فرض ک

چند جمله  ریشه هایمجموعه ی    ،... و 1 ی چند جمله ایهای از درجه ریشه هایمجموعه ی 

شمارای نامتناهی است و  ،  ی ون تعداد چند جمله ایهای از درجهچباشد.    ی ایهایی از درجه

شمارای    ریشه دارد، لذا   حداکثر  بنا به قضیه ی اساسی جبر،   ی ی از درجههر چند جمله ا

⋃  ، 10قضیه ی ی نامتناهی است. طبق نتیجه شمارای نامتناهی است. حال فرض       

، ریشه ی معادله ی    تمام اعداد جبری باشد. چون هر عدد طبیعی  ی ، مجموعه کنیم 
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  – نامتناهی   الف(-1. بنابراین طبق قضیه ی )    ، نتیجه می گیریم که است 0   

 شمارای نامتناهی است.  ، نتیجه می گیریم 8 ی است. از قضیه

 ی تمام زیر مجموعه های متناهی یک مجموعه ی ثابت کنید که مجموعه. 11

 شمارای نامتناهی، شمارای نامتناهی است. 

  می توان فرض کرد  شمارای نامتناهی باشد. ی یک مجموعه  فرض کنیم  جواب:

 تعریف می کنیم:،    برای هر  .   3  1  1 }

 .   {|    عضو است  دارای  { 

 شمارای نامتناهی     ( هر .است  عضوی   مجموعه های  مجموعه ی تمام زیر   )یعنی 

          ⏞              است، زیرا 

  بار

1  }) ، با ضابطه ی     1       })  

(  1 1 ، که در آن  (          1 بنابراین  ، یک تابع یک به یک می باشد.       

     (  ) متناهی    نامتناهی است )زیرا اگر    . چون              

لذا  نیز نامتناهی است.  (  )  نیز متناهی است و این تناقض است(  ، نتیجه می شود که اشدب

، 8 ی باشد. طبق قضیهمی نامتناهی از یک مجموعه ی شمارای نامتناهی  ای زیر مجموعه (  ) 

نتیجه ی  .باشد اهیشمارای نامتنباید نیز     می دهد نتیجه که شمارای نامتناهی است(  ) 

⋃  ایجاب می کند که  10قضیه ی   شمارای نامتناهی است.      

 .132صفحه ی  -4 .5تمرین 

را ناشما  ثابت کنید که اگر  همتوان هستند. ی دو مجموعه  و   گیریم . 1

 است.نیز ناشمار  باشد،

به برهان خلف،  .      ناشمارا و    دو مجموعه باشند به قسمی که  و   جواب: فرض کنیم 

شمارای نامتناهی  یا متناهی است. چون   بنا به تعریف، مجموعه ی  شمارا باشد.   مفرض کنی
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نیزشمارای نامتناهی یا متناهی است و این تناقض است، زیرا فرض    می گیریم ، نتیجه     

 ناشماراست.  این است که 

 موعه ی یک مجموعه ی ناشمارا، ناشماراست.ثابت کنید که هر فوق مج. 1

(.به     )یعنی  باشد  فوق مجموعه ی   یک مجموعه ی ناشمارا و   جواب: فرض کنیم 

شمارا باشد و این تناقض است. لذا   باید ،8شمارا باشد.طبق قضیه ی   فرض کنیم  برهان خلف،

 ناشماراست.  فرض خلف باطل و 

قضیه ی  ی ی بالا، برهان دیگری برای نتیجه1له ی ئیجه ی مسبا استفاده از نت .3

 بیاورید.  ،11

(1 0)است. از طرفی( ناشمار1 0 ثابت شد که بازه ی ) ،11در قضیه ی  جواب: ، یعنی    

 است.ناشمار   ،1 له یئاست. طبق مس (1 0)فوق مجموعه ی   

، 11)مسئله ی ست.عدد متعالی، بنابر تعریف، یک عدد حقیقی غیر جبری ا. 5

 ثابت کنید که مجموعه ی تمام اعداد متعالی ناشماراست. را ببینید.( 3 .5تمرین 

فرض کنیم اعداد غیر جبری نیز،  ،جواب: ثابت شد که اعداد جبری شماراست. به برهان خلف

 شمارا، شماراست، اجتماع اعداد جبری و اعداد ی شمارا باشند. از آنجایی که اجتماع دو مجموعه

، زیرا اعداد حقیقی از ا باشدشمار باید اعداد حقیقی ی غیر جبری شماراست. در نتیجه مجموعه

لذا فرض خلف  .اعداد جبری به انضمام اعداد غیر جبری تشکیل شده است و این تناقض است

 باطل و اعداد غیر جبری ناشمارا هستند.

(   )}   گیریم . 6 و از        . ثابت کنید {                

 اینرو ناشماراست.

است. نشان می  1و شعاع  (0 0)به مرکز  ای تمام نقاط واقع بر دایره ی ، مجموعه1 جواب:

(   )}  دهیم نیم دایره ی بالایی، یعنی مجموعه ی          1   1  
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(   ) با ضابطه ی   1  1      ناشماراست. ، {0    1 دو یک تابع  ،   

 سویی است.

دلخواه باشد. زوج   1  1     ، فرض کنیم  برای اثبات پوشایی 

1   )مرتب 1 است، زیرا  T ی  در مجموعه (1     1 1  به علاوه  و 0    

( 1   1 )1   1  1   1 1   ) . همچنین داریم  1    1)   لذا  .  

 ت.پوشاس

(1  1 ) اثبات یک به یکی : فرض کنیم   ، . در نتیجه طبق تعریف (1  1 )  

( ) 1 (1  1 )از طرفی چون  .1   1 نتیجه می گیریم  ،    √1   1
. به همین 1

1 صورت   √1   1
1 از  .1 1  (  ) نتیجه می گیریم 1    ( و ) ) روابط. 1  

(1  1 )ایجاب می کنند (    یک به یک است.  ، لذا (1  1 ) 

، بنا به تمرین   1  1    . چون  1  1    دوسویی است، بنابراین   نشان دادیم  

 راست.، ناشما1می باشد ، طبق تمرین   فوق مجموعه ی   1  از آنجایی کهناشماراست.    ،1

 ناشمارا باشد.     ناشماراست اگر و تنها اگر   ثابت کنید که مجموعه ی  .7

 اشمار     شماراست اگر و تنها اگر   نشان می دهیم  .حکم معادل را ثابت می کنیم جواب:

بق ط آنگاه متناهی باشد،  شمارا باشد،آنگاه یا متناهی است یا شمارای نامتناهی. اگر   باشد. اگر 

طبق  آنگاه شمارای نامتناهی باشد،  متناهی است. اگر       ،  1 .5بخش  ،11ین تمر

     شمارا باشد   شمارای نامتناهی است. لذا اگر      ، 3 .5بخش  ،4تمرین 

 شماراست. 

متناهی است یا شمارای نامتناهی. اگر یا بنابراین  شد.اشمارا ب     برعکس، فرض کنیم 

     متناهی است. اما اگر   ، 1 .5، بخش 4طبق تمرین  آنگاه متناهی باشد،     

       وجود دارد.            شمارای نامتناهی باشد، آنگاه یک تابع دو سویی 

( ) با ضابطه ی     یک به یک است.)اثبات یک به یک بودن یک تابع ، (   )  



 

 

  
 

022  

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

نیز نامتناهی می باشد    نامتناهی است،     از طرفی چون .     ( ) ( لذا .سراست است

شمارای  ( ) ،8نیز نامتناهی است. طبق قضیه ی  ( ) نتیجه می شود که  ،( )   و چون 

است(.   نامتناهی از مجموعه ی شمارای نامتناهی  ای نامتناهی خواهد بود.) زیرا زیر مجموعه

 ی نامتناهی باشد.شمارا  باید ،  ( )   چون 

ناشمارا       به قسمی باشند که   و  ثابت کنید که اگر مجموعه های . 8

 ناشماراست.  یا    باشد، آنگاه یا

شمارا باشند. باید ثابت کنیم   و   جواب: عکس نقیض این حکم را ثابت می کنیم. فرض کنیم 

 حالت در نظر می گیریم: 3 شماراست.     

 ، بخش 13متناهی باشند، آنگاه طبق تمرین   و   اگر  ر دو مجموعه، متناهی باشند.( ه1حالت

 لذا شماراست. و متناهی است     ،   1 .5

له ئبدون آنکه کلیت مس یکی از دو مجموعه، متناهی و دیگری شمارای نامتناهی باشد.( 1حالت 

      د. داریمشمارای نامتناهی باش  متناهی و   شود فرض کنیم  استهک

⋃ ({ } { })از آنجایی که  .   (     ،  3شماراست، طبق تمرین     برای هر  (  

 شماراست.      ، 3 .5بخش 

، 3 .5، بخش 4( هر دو مجموعه، شمارای نامتناهی باشند. در اینصورت طبق تمرین 3حالت 

 شماراست.    شمارای نامتناهی است. لذا     

به قسمی باشند که            و مجموعه های     ت کنید که اگر ثاب. 1

   که  قسمیوجود دارد به      ناشمارا باشد، آنگاه              

 ناشماراست.

برقرار است. )پایه ی   1  حکم برای ، 8. طبق تمرین   جواب: اثبات به استقراء روی  

و     مجموعه برقرار باشد. یعنی اگر    تقراء.(  فرض کنیم حکم برای اس
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 مجموعه های شمارای نامتناهی و  ناشمارا

1 ، مجموعه هایی باشند به قسمی که      1  1    1 ناشمارا باشد،         

مجموعه ثابت  1  حکم را برای  ناشماراست.   وجود دارد به طوری که      آنگاه 

1 ، مجموعه های باشند به قسمی که  1         1  1 رض کنیم می کنیم. ف  

 1  به آسانی می توان بررسی نمود که : .ناشمارا باشد  1         

    1   1           1  ( 1   1      )      1 

(1         1  1 ) با ضابطه ی   یک تابع دوسویی  (1    (     1  1 )) 

1 )) توجه کنید که مجموعه ی .است   1       ) ، مجموعه ای از زوج 1     

 ی تایی مرتب و مؤلفه ی دوم آنها عنصری از مجموعه  مرتب هاست که مؤلفه ی اول آنها یک 

 همین بخش، ،1سر راست است. در نتیجه طبق تمرین   اثبات دو سویی بودن  (.تاس 1   

( 1   1       )  1   یا  ،ناشماراست. بنا به پایه ی استقراء نیز  1     

1 یا ناشماراست    1 ناشمارا باشد، حکم ثابت است، اما اگر  1   . اگر       

 1   1 وجود دارد به طوری که       ناشمارا باشد، طبق فرض استقراء        

 ناشماراست و برهان کامل می شود.    

باشند  یبه قسم           و مجموعه های      ثابت کنید که اگر . 10

وجود دارد به قسمی      ناشمارا باشد، آنگاه یک             که 

 ناشماراست.      که

 ثابت کرده ایم. ، 3 .5بخش  ،3جواب: عکس نقیض این حکم  را در تمرین 

 

 



 

 

  
 

024  

 

 راهنمای نظریه مجموعه ها

 

 

 

 

 

  

 



 

 

 

 فصل پنجم

د اصلی د اصلی و حساب اعدا  اعدا
 

 

 

 



 

 

 
 

026 

 

 موعه هاراهنمای نظریه مج

 .132صفحه ی  -1 .6تمرین 

 نشان دهید که اعداد طبیعی، اعداد اصلی هستند.. 1

را در نظر می  {   1 1}   یک عدد طبیعی باشد. مجموعه ی    جواب: فرض کنیم

یک   در نتیجه  .          ( ،3-)الفقاعده ی متناهی است. بنابراین طبق    گیریم. 

 عدد اصلی است.

 .                               نشان دهید که . 3

     و   ،     ، (همان بخش) 4و  1( و تمرینات 3 .5 بخش) 5جواب: بنابر مثال 

  :( داریم4-)الف قاعده ی لذا طبق .         شمارای نامتناهی اند، یعنی 

                                

نباشد. ثابت کنید که اگر   عنصر   یک مجموعه باشد و   فرض کنیم . 4

     (  { })  نامتناهی است.  ، آنگاه          

({ }  )     یم جواب: فرض کن بنابراین .  { }     . در نتیجه        

همتوان شده است و این طبق تعریف، نتیجه می   با زیر مجموعه ی سره ی خود یعنی  { }  

 نامتناهی است.  ند که ، ایجاب می ک 1 .5بخش ، 3قضیه  نامتناهی است. { }   دهد که 

  درست است؟ 4آیا عکس مسئله ی . 5

    ، بخش00قضیه ی بنابر  .    و  یک مجموعه ی نامتناهی باشد   فرض کنیمجواب: بلی. 

،  1 .5، بخش 7دارد که شمارای نامتناهی است. تمرین   زیرمجموعه ای مانند     ،3 .5

    امتناهی است. در نتیجه تابع دوسویی  ، نیز شمارای ن{ }  ایجاب می کند که 

{ }    وجود دارد.     { } را با ضابطه ی     

 ( )  {
 ( )        { }
                        

 به آسانی می توان بررسی نمود کهتعریف می کنیم.    
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

 .   { }  دوسویی است، لذا یک تابع    

       ، آنگاه                      اگر ثابت کنید که . 6

        . 

  و  ، یعنی        ، نتیجه می شود                     جواب: از  

  ارای نامتناهی است. لذامش    ،  3 .5بخش  ،1 ی طبق قضیهشمارای نامتناهی اند. 

قاعده ی طبق  ،. بنابراین      نتیجه می گیریم      و        از  .    

(    )     (4-)الف  .برهان کامل می شودو         

 . ثابت کنید            ،    و برای هر      فرض کنیم  .7

 .               ،    برای هر  الف(

⋃      ب(   
            

پیش می رویم . داریم   . با استقراء روی            نشان می دهیم  الف( جواب:

 1 شمارای نامتناهی باشد، نشان  1   برقرار است. فرض کنیم  1  لذا حکم برای  ،  

 1 .5 بخش ،7از قضیه ی ،      و      1   شمارای نامتناهی است. چون    می دهیم 

1      نتیجه می گیریم  ، .      لذا  ،       از طرفی  .        

 .                    (4-)الفقاعده ی بنابراین طبق 

    شمارای نامتناهی است. از طرفی    ،    ، برای هر (الف)طبق قسمت  ب(

⋃ ، 3 .5بخش ، 10 ی قضیه ی . لذا طبق نتیجه∅              
   

شمارای   

⋃نامتناهی است، یعنی    
⋃    . بنابراین          

           . 

 .136صفحه ی  - 2 .6تمرین 

 .         ثابت کنید که  یک عدد اصلی متناهی است.  گیریم . 1
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  با   متناهی مانند  ی بنابراین یک مجموعه اشد.یک عدد اصلی متناهی ب  فرض کنیم  جواب:

یک زیر با   . در نتیجه      . از طرفی         عضو وجود دارد، به طوری که 

  . اما چون               همتوان است. بنابراین طبق تعریف داریم   مجموعه ی 

 .                 . در نتیجه     متناهی است،

. از          ترامتناهی است. ثابت کنید که  اصلی یک عدد  گیریم  .1

 کوچکترین عدد اصلی ترامتناهی است.       ،این رو

  نامتناهی مانند  ی یک عدد اصلی ترامتناهی باشد . بنابراین یک مجموعه  فرض کنیم  جواب:

شامل   مجموعه ی ، 3 .5بخش  ،11. طبق قضیه ی         وجود دارد به طوری که 

است و این طبق تعریف نتیجه می دهد   شمارای نامتناهی مانند  ی یک زیر مجموعه

                       . 

اگر                 ثابت کنید که  مفروض اند.  و    ی دو مجموعه. 3

 وجود داشته باشد.      سیون و تنها اگر یک انژک

  از    با زیر مجموعه ای مانند   . بنابراین               جواب: ابتدا فرض کنیم 

  به   را از   وجود دارد. اگر تابع         همتوان است. یعنی یک تابع دوسویی مانند 

 د(.در نظر بگیریم  انژکتیو است )ممکن است پوشا نباش

یک تابع دوسویی است. در  ( )      انژکتیو باشد.        بر عکس، فرض کنیم 

یک زیر  ( )  )توجه کنید که .              طبق تعریف ، لذا  ( )   نتیجه 

 (است.   ی مجموعه

 مفروض اند. ثابت کنید که    و   ،   ی سه مجموعه .4

       ، آنگاه                و               راگ الف(

      . 
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

       ، آنگاه              و                اگر  ب(

       . 

ن ،                چونالف( جواب: فرض  وجود دارد.      انژکسیو

 دو وجود دارد. ترتیب       نتیجه می دهد ، انژکسیون               

 .             لذا   ون است.ی، انژکس        یعنی   و   انژکسیون 

وجود دارد )زیرا         ، انژکسیون                از آنجایی که ب(

       و               نی طبق تعریف یع ،            

       نتیجه می دهد ، انژکسیون                  (. همچنین فرض       

        انژکسیون است. لذا یک ،         یعنی  و   وجود دارد. ترکیب 

که ،                         آنگاه ،                . اگر       

 .               و نتیجه می گیریم               لذا   .تناقض است

 کهمفروض اند . ثابت کنید  و   ،  ی سه مجموعه .5

        ، آنگاه                 و                الف( اگر 

      . 

        ، آنگاه                و                ب( اگر 

       . 

وجود       و       له ی قبل، انژکسیون های ئالف( مشابه استدلال مس جواب:

. اما              ( ) و این یعنی یک انژکسیون است        دارند. در نتیجه 

ر                        ، آنگاه               ، زیرا اگ

         . دارد                 فرض و این تناقض با              

 .              د ن( نتیجه می ده و )         

 وجود دارند. در نتیجه       و       استدلال تمرین قبل، انژکسیون های  ب( مشابه
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 موعه هاراهنمای نظریه مج

       . اما               ( )یک انژکسیون است و این یعنی         

               آنگاه طبق فرض،  ،باشد               ، زیرا اگر         

        د ننتیجه می ده ، ( و )               این خلاف فرض است.  و

      . 

       ، آنگاه    دو مجموعه باشند و   و   ثابت کنید که اگر . 6

       . 

( ) با ضابطه ی       .     به قسمی باشند که   و    میفرض کن جواب:    

 .              ، یک انژکسیون است. در نتیجه نگاشت شمول()

و       طوری باشند که   و   ،  ثابت کنید که اگر مجموعه های . 7

 .   ، آنگاه      

ل ،      جواب: از آنجایی که   ( ) و               طبق تمرین قب

(   ( و ) . از )               (  ) لذا ،   ز طرفی . ا              

و این یعنی                . در نتیجه                نتیجه می گیریم 

   .  

ر  یک مجموعه است و   گیریم . 1 نیست. ثابت کنید که اگر     عنص

 متناهی است.  اه آنگ ،({ }  )            

   )     ،  1. 6، بخش 5نامتناهی باشد. طبق تمرین    جواب: فرض کنیم )فرض خلف(

{ })  .می شودو این تناقض است. لذا فرض خلف باطل و حکم ثابت         

 .137صفحه ی  - 3 .6تمرین 

 نشان دهید که بزرگترین عدد اصلی وجود ندارد.. 1
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

وجود    ی بزرگترین عدد اصلی باشد. بنابراین مجموعه  خلف، فرض کنیم جواب: به برهان 

و این  ( )             . طبق قضیه ی کانتور           دارد به طوری که

باطل  ،لذا فرض خلف .بزرگترین عدد اصلی است       تناقض است، زیرا فرض کرده بودیم 

 وجود  ندارد. و بزرگترین عدد اصلی 

 آنگاه    مجموعه هستند. ثابت کنید که اگر   و   گیریم . 1

      ( )        ( ). 

وجود دارد.       لذا یک تابع دو سویی مانند  ،   جواب: فرض کنیم 

𝜓  ( ) ( ) 𝜓را با ضابطه ی  ( )       ( ) که در آن  ،{     ( ) } 

، فرض کنیم 𝜓دو سویی است. برای اثبات پوشایی یک تابع   𝜓  تعریف می کنیم. ،    

 بنابراین.  {    ( )1  }  . قرار می دهیم     در نتیجه  . ( )    

 و داریم     

𝜓 ( )   ( )  { (  1( ))      }  {        }    

 پوشاست. 𝜓لذا 

( ) 𝜓فرض کنیم  ، 𝜓کییک به یبرای اثبات    𝜓 (  ) فرض ´   . نشان می دهیم .

( ) . . بنابرایندلخواه باشد    کنیم   𝜓 ( ) ن ( )𝜓 چو   𝜓 (  )   باید ،

 ( )  𝜓(  ) .  بنابراین               ( ) یک به    از آنجایی که. (  )   

. با برهانی ´    شان دادیم ن.      نتیجه در  ،      نتیجه می گیریم  یک است

 و حکم اثبات می شود.      . بنابراین     مشابه می توان نشان داد 

)  ناشماراست.  نامتناهی  هایتمام زیر مجموعه  ی ثابت کنید که مجموعه .4

 را به کار برید( 3 .5، تمرین 11راهنمایی: مسئله ی 
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 موعه هاراهنمای نظریه مج

شمارا باشد.   تمام زیر مجموعه های نامتناهی مجموعه ی یم به برهان خلف فرض کن جواب:

، مجموعه ی تمام زیر مجموعه های متناهی  3 .5بخش  ، 11 مسئله ی طبق  ،شماراست  چون 

به انضمام زیر   مجموعه های متناهی زیر ، از ( ) نیز شمارای نامتناهی است. از آنجایی که   

شماراست  و  ( )  ، 3 .5بخش  ،3 مسئله یست، طبق تشکیل شده ا  نامتناهی  های مجموعه

 تناقض دارد. لذا فرض خلف باطل و حکم ثابت است. ،همین بخش،  3این با تمرین 

تمام  ی ( ثابت کنید که مجموعه1کانتور )قضیه ی  ی با استفاده از قضیه .5

 مجموعه ها وجود ندارد.

مجموعه ها باشد. بنابراین برای هر تمام  ی مجموعه  به برهان خلف، فرض کنیم  جواب:

با ضابطه ی        زیرا  ،              باید داشته باشیم    ی مجموعه

 ( ) ( )      یک به یک است. در نتیجه باید داشته باشیم یک تابع   { }   

تمام مجموعه  ی و مجموعهلذا فرض خلف باطل  کانتور تناقض دارد. ی و این با قضیه        

 ها وجود ندارد.

 .142صفحه ی -4 .6تمرین 

 .     ،   ثابت کنید که برای هر عدد اصلی. 1

   ∅  . می دانیم         طوری که ه یک مجموعه باشد ب  فرض کنیم  جواب:

 لذا .  ∅  ∅  و   

                (  ∅)                ∅     0 

(   )اعداد اصلی اند. ثابت کنید که   و   ،  گیریم . 3      (  

 ) . 

   ، دو به دو مجزای  های اصلی باشند. بنابراین مجموعه یاعداد  و    ،  جواب: فرض کنیم 
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

ر . بناب        و           ،        وجود دارند به طوری که   و 

 . لذا :(   )       (   )خاصیت شرکت پذیری برای مجموعه ها داریم  

     ((   )   )        (  (   )) 

      (   )                     (   ) 

 (             )                 (             ) 

 (   )      (   ) 

 . ثابت کنید است یعدد اصلی متناهی ودلخواه،  گیریم  .4

        الف( 

      ب( 

 مانند متناهی ی یک عدد اصلی متناهی باشد. بنابراین یک مجموعه  جواب: الف( فرض کنیم  

از طرفی  .        است( وجود دارد به طوری که   مجزا از  می توان فرض کرد )که  

    یعنی  ،شمارای نامتناهی است ی یک مجموعه    ،  1 .5، بخش  7طبق تمرین 

 لذا: .  

   0       (   )          0 

. از طرفی           بنابراین  .یک عدد متناهی است  ب( فرض کنیم 

     (0 1) (1 0)یی که . از آنجا              داریم: ، ∅    

     (   (0 1))                (0 1)       ( ) 

(1 0)از طرفی می دانیم  (1 0)   و        (0 1)  . در نتیجه :    

     ((0 1)    )  .       نتیجه می شود  ( )و (  )روابط . از   (  )   

 اصلی هستند. یاعداد   و   ، م یگیر .6
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 .        آنگاه  ،   الف( ثابت کنید که اگر 

( گذاشته  ( نماد )  ب( با یک مثال نشان دهید که اگر در قسمت )الف( به جای )

 درست نیست.  (الف)شود، حکم 

یک عدد اصلی     و    طوری باشند که   و   الف( فرض کنیم اعداد اصلی  جواب:

        وجود دارند به طوری که   و  ،  خواه باشد. بنابراین مجمو عه های دل

، تابع یک به یک     . چون         ،          و         ،  ∅

( ) با ضابطه ی  ،          وجود دارد.         {
 ( )       
             

، 

 ک است. لذا :یک به ی

     (   )       (   )                

                        

({ })       ب( قرار می دهیم    و  0           و  1 

 اریم:اعداد طبیعی زوج است.( د   اعدا طبیعی فرد و    .) 0         

         ({ }    )   0( )  

         (     )        ( )    0(  ) 

 .    در حالی که  ،         ( نتیجه می گیریم  ( و ) از )

آنگاه  ،   هستند. ثابت کنید که اگر  اصلی اعداد   و  ، گیریم  .7

          . 

بنابراین مجموعه های  .    به طوری که  سه عدد اصلی باشند  و  ،  ض کنیم جواب : فر

و            ،         ،           وجود دارند به طوری که     و   ،  

 ی . طبق قضیه    نتیجه می گیریم               . از   ∅         
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

(   )     بنابراین .         ،  1 .5، بخش6 . لذا  (   )      

 .         و این یعنی                            

 بالا درست نیست.  7 ی با یک مثال نقیض نشان دهیدکه عکس مسئله . 8

0      جواب : داریم :   . 0  اما ،    

 ،   و   ی برای هر مجموعه کهثابت کنید  .1

                  (   )       (   ) 

(   )    داریم  جواب:  (   ) را به     بنابراین  . ( )(   ) 

 صورت اجتماع مجزایی از مجموعه ها نوشته ایم . داریم:

    (   )       (   ) 

      ((   )  (   )  (   ))       (   ) 

      (   )       (   )       (   )        (   ) 

      ((   )   (   ))       ((   )   (   )) 

                

 ).      یک عدد اصلی ترامتناهی باشد، آنگاه   ثابت کنید که اگر  .10

 برنشتاین استفاده کنید(-راهنمایی: از قضیه ی شرودر

 برنشتاین:-این مسئله را به دو روش حل می کنیم. ابتدا با استفاده از قضیه ی شرودر :جواب

وجود   نامتناهی مانند  ی وعهمامتناهی باشد. بنابراین یک مجتریک عدد اصلی   فرض کنیم 

وجود     مانند   زیر مجموعه ی سره ای از  ،ریفتع. طبق          دارد به طوری که

  به راحتی می توان نتیجه گرفت  .     . فرض کنیم      به قسمی که دارد 

همتوان است.   با زیرمجموعه ای از  { }  . لذا      که در آن  { }   { }
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 موعه هاراهنمای نظریه مج

ن است. در نتیجه، بنابر قضیه است، همتوا { }  با خودش که زیر مجموعه ای از   از طرفی 

({ }  )    . واین نتیجه می دهد    { }  برنشتاین -ی شرودر . لذا        

  1  و حکم ثابت می شود.   

 برنشتاین مسئله را حل می نماییم:-شرودرحال بدون استفاده ی مستقیم از قضیه ی 

وجود   نامتناهی مانند  ی وعهمابراین یک مجتر امتناهی باشد. بنیک عدد اصلی   فرض کنیم  

({ }  )     ،  1 .6بخش  ،5طبق تمرین  .         دارد به طوری که  

 نیست . در نتیجه  عنصری از   ،که در آن        

  1              { }       (  { })           . 

یک عدد اصلی ترامتناهی     یک عدد اصلی متناهی و  ر ثابت کنید که اگ .11

 .     باشد، آنگاه 

 است.  ربرقرا 1  بنا به تمرین قبل، حکم برای  .  جواب: اثبات به استقراء روی 

  داریم: 1    برای .       یعنی برقرار باشد،      فرض کنیم حکم برای 

شرکت پذیری 

  (  1)  

ستقراءا  فرض 

(   )   1  

ض  
  1  

 قر
 

 

    .می شوددر نتیجه حکم ثابت 

 .142صفحه ی  - 5 .6تمرین  

ثابت کنید که  .   به قسمی هستند که    و   ، گیریم اعداد اصلی  .1

      . 

د به طوری ناروجود د  و  ،  مجموعه های  ،اعداد اصلی اند  و  ،  جواب: از آنجایی که 

 تابع یک به یک،     . چون          و          ،          که 
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

(   ) را با ضابطه ی           وجود دارد.           ( ( )  ) 

      است.  لذا تابع یک به یکیک  gف می کنیم. به آسانی نتیجه می شود که یتعر

     (   )                و این یعنی   (   )       

 .      . در نتیجه               

، آنگاه     یک عدد اصلی متناهی است. ثابت کنید که اگر   گیریم  .4

       . 

{1})یرا برقرار است ) ز 1  برای  ، حکم. به وضوح جواب: اثبات به استقراء روی   

0  برقرار باشد، یعنی داشته باشیم      حکم برای  م( فرض کنی     . حکم را  0  

  ثابت می کنیم:  1    برای 

پخش پذیری 

(  1) 0  

فرض استقراء 

  0  1 0  

پایه استقراء 

 0  1 0  
 

مثال 3 

 0   0  

مثال 

 0

 

(   )  ان دهید که تابع نش .6  (   ) با  6که در برهان مثال  (   ) 

 (   ⁄               )  ⁄    ⁄ تعریف شده              

 است ، سوژکیتو نیست. 

0جواب: عدداعشاری  111111  : داریم  یم . بنا بر تعریف گیر رادر نظر می ⁄(1 0)  

 (0 111   0 111  )   (0 1̅ 0 1̅)  0 111111  ⁄⁄⁄  

0) ولی عدد  111   0 111  )⁄⁄  (0 1̅ 0 1̅)  (0 1) زیرا ، (1 0) 

0 111   0 1̅  پوشا نیست.  لذا   .⁄1 

متناهی باشد، آنگاه  ییک عدد اصل  یک عدد اصلی و   ثابت کنید که اگر  .7

 بار(.  )             
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 موعه هاراهنمای نظریه مج

.        به طو ری که  وجود دارد   ی مجموعه ،یک عدد اصلی است  جواب: چون 

1. برای هر  {     1  1 }  همچنین فرض کنیم  قرار می دهیم      

   {  } 1برای هر  ،    . از آنجایی که      ،        ، لذا      

1برای هر   حال داریم:  .    

        (   ) 

      ( 1   1       ) 

  
      ∅      

     1         1            

 (  بار)        

 را ثابت کرد. فوقبه روش استقراء نیز می توان حکم 

آنگاه  ،   اعداد اصلی هستند . ثابت کنید که اگر    و  ،   گیریم  .8

     . 

وجود دارد به   و  ،  سه عدد اصلی باشند . لذا مجموعه های  و  ،   جواب : فرض کنیم 

نتیجه می گیریم      . از         و          ،          طوری که که 

در  .       نتیجه می گیریم   ،فصل قبل در 7 ی طبق قضیه ،   چون   .    

(   )     نتیجه                        لذا  .(   )       

 .      و این یعنی        

 .145صفحه ی  -6 .6تمرین 

 بیژکتیو است.         𝝍، تابع  6 ی ثابت کنید که در برهان قضیه. 1

( )𝜓جواب: فرض کنیم   𝜓(  )،  هستند . نشان می   به   توابعی از    و   که در آن

، مذکور ی در قضیه  را دلخواه می گیریم . از آنجایی که تابع     . عنصر      دهیم 
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

( )1               نابراین پوشا است. ب 1  نتیجه می گیریم  ،دوسویی است     .

( )𝜓 تساوی   𝜓(  ) 1        به این معنی است که . بخصوص  1         

( )1      داریم  ( )   و این یعنی  ( )1         . از  ( )      

( ) یک به یک است   آنجایی که   دلخواه بود نتیجه می گیریم   چون .  ( )    

     . 

،      ،      که  اختیاری است. ثابت کنیداصلی یک عدد   گیریم . 1

 .   اگر       و      

 ∅دلخواه ، فقط یک تابع وجود دارد که همان تابع  ی به هر مجموعه ∅ ی جواب: از مجموعه

∅ است. زیرا است که شرایط تابع را دارا می باشد.   ∅آن  ی و تنها زیر مجموعه ∅   

 بنابراین : 

 ∅  {∅}      ( ∅)  1     1  

هر عضو از مجموعه ی .          یک مجموعه باشد به طوری که   فرض کنیم 

{ }  بنابراین داریم:  است.   ی به مجموعه { }یک تابع از مجموعه ی تک عضوی    

 1       ( { })       ({ }   )       ({ })        1    

 { }  دارد که همان  دیک تابع وجو { }ی  تک عضو ی به مجموعه   ی از مجموعه

 است، لذا : 

1       { }  1 

ی  ی وجود ندارد، زیرا تنها زیر مجموعهتابع ∅ ی به مجموعه  غیر تهی  ی از مجموعه

  ∅ ∅   ، شرط اول تابع را ندارد ) زیرا  ∅است. اما  ∅ ی ، مجموعه ∅  در     

∅   باید دارای شرط   ∅به    از   حالی که هر تابعی مانند   ( . در نتیجه : باشد    

0       (∅
 
)  0 
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 موعه هاراهنمای نظریه مج

 .      ،   اصلینشان دهید که برای هر عدد . 3

به طوری  وجود دارد   مانند  یک عدد اصلی باشد . بنابراین یک مجموعه  جواب: فرض کنیم 

 . از طرفی طبق قضیه ی کانتور ( )        1ثابت شد 7. در مثال         که 

 .  1         در نتیجه  ،( )              

 .     ,        ثابت کنید که برای هر عدد متناهی  .6

1جواب: از آنجایی که  1 نتیجه می گیریم  4، بنابر تمرین      و    به  .( )   

 ی و قضیه 8 ی قضیه ،5مثال  ، ( ) (  ). از  (  )0     می توان نشان دادطور مشابه 

 گیریم : نتیجه می 10

   1       0  (1 0) 0  1 0 0  1 0    

0  لذا   . 1  برای هر  ،     

 .           تمام اعداد مختلط است. ثابت کنید که  ی مجموعه  گیریم  .7

1              }  اعداد مختلط به صورت مجموعه ی جواب:    1} 

 . در نتیجه داریم:       تعریف می شود. لذا به آسانی می توان نشان داد که 

            (   )                       

می برد،    را به  ( ) در  Dکه هر   {   }به  ( ) ثابت کنید که تابع از  .1

 بیژکتیو است .

( )𝜓ابتدا فرض کنیم  .نشان می دهیم 𝜓بع مفروض را با تا جواب:  𝜓(  ) طبق تعریف .، 

بنابر باشد. دلخواه      . فرض کنیم      باید نشان دهیم .        نتیجه می شود 

( )  داریم     تعریف ( )   در نتیجه   ،      از طرفی  .1  و این طبق  1 
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 اعداد اصلی و حساب اعداد اصلی

برهان مشابه می توان نشان داد  . با     نشان دادیم  .     تعریف نتیجه می دهد 

 یک به یک است.  𝜓 و      . لذا     

  دلخواه باشد. قرار می دهیم   {1 0}  فرض کنیم  ،𝜓برای اثبات پوشایی 

{      ( ) ( )𝜓 از اینکه ،      که  رسی نمودبر. به آسانی می توان  {1   

  پوشا است. 𝜓 نتیجه می شود که،      

 بیژکتیو است.  (  )      𝝍تابع  ،8 ی ثابت کنید که در برهان قضیه .11

𝜓( 1)فرض کنیم  .یک به یک است 𝜓جواب: ابتدا نشان می دهیم    𝜓( 1)   باید نشان .

1 هیم د (   ) . برای این منظور کافی است نشان دهیم  1          1(   )  

𝜓( 1). از  (   )1    𝜓( 1)    1  نتیجه می گیریم    . بنابراین  1   

     1( ) 1           و این طبق تعریف یعنی   ( )1    
   1

. لذا می توان   

1       )      نتیجه گرفت 
 ( )    1

، گزاره ی    . طبق تعریف تابع  (( ) 

  قبل را می توان به صورت 

 (   )        1(   )   1(   ) 

1 بیان کرد و این یعنی    یک به یک است.  𝜓بنابراین .  1  

به تابعی        و لذا  دلخواه باشد        فرض کنیم  ، 𝜓اثبات پوشایی برای 

( )  صورت  𝜓است. برای اثبات پوشایی   بتوی   تابعی از    می باشد که در آن     

( )𝜓بیابیم به طوری که         باید تابعی مانند  صورت ه را ب  تابع  .   

 (   )  بنابراین داریم: .کنیممی تعریف  ( )    

               (   )    ( )        (       ( )   

  (   )    ( ))                ( ) 

          ( )   ( )       𝜓( )     
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 موعه هاراهنمای نظریه مج

 پوشا است. 𝜓لذا 

         (   ) 𝝍، تابع  1ی ر برهان قضیه ثابت کنید که د .11

 بیژکتیو است.

( )𝜓یک به یک است . فرض کنیم  𝜓جواب : ابتدا نشان می دهیم    𝜓( ) ،  که در آن   

( )  می باشند. لذا می توان فرض کرد    بتوی    توابعی از   و   ( 1( )  1( )) 

( ) و  ( )𝜓. از     برای هر     (( )1  ( )1 )    𝜓( )    نتیجه می گیریم 

(            )   (            )( )   . 

 حال داریم : 

         ( )  ( 1( )  1( ))    (     ( )       ( ))  
(     ( )       ( ))  ( 1( )   1( ))    ( )  

(   )فرض کنیم  ، 𝜓اثبات پوشایی برای     ، تابعی از    دلخواه باشد . لذا       

ز ،  و   بتوی  ( ) را به صورت         می باشد.   بتوی    تابعی ا  

 داریم: .تعریف می کنیم (( )  ( ) )

𝜓( )  (             )  (   ) 

 پوشا است. 𝜓در نتیجه 


